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Coleccion SE-CRESUR

La coleccién SE-CRESUR nace de un esfuerzo conjunto entre la Secretaria de Educacion (sg) y el Centro
Regional de Formacién Docente e Investigacion Educativa para el sur-sureste de la Reputiblica Mexicana
(cRESUR), con el propésito de apoyar la profesionalizacién de las y los maestros de esta regién del pais
y al magisterio en general, desde la recuperacién, sistematizacién y divulgacién del saber docente. Los
textos que integran SE-CRESUR han sido formulados por autores con una prictica docente e investigativa
en distintos niveles educativos, lo que les permite regresar a los temas del aula y la escuela, a la diddc-
tica, la gestién escolar, los procesos de mejora de la escuela y de formacién continua, desde un saber
que conjuga la experiencia del quehacer docente y un trabajo académico riguroso para encontrar rutas
mds eficaces, mds cercanas a la realidad de la educacién y del sistema educativo, que pretende generar
propuestas y procesos cercanos, pertinentes y auténticos para avanzar con honestidad y eficacia hacia la
educacién centrada de la equidad, la calidad y la calidez que demanda la transformacion real de nuestro
sistema educativo.

Esperamos que este esfuerzo sirva a las y los maestros de México para mejorar su practica cotidiana y
para cobrar conciencia del nuevo y fundamental papel que la sociedad mexicana espera de ellos.

iEnhorabuena!

Profra. Sonia Rincén Chanona
Secretaria de Educacién del Estado de Chiapas

Dr. José Humberto Trejo Cataldn
Rector del Centro Regional de Formacién Docente e Investigaciéon Educativa

VI
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Presentacion

Los grandes retos que tiene el Centro Regional de Formacién Docente e Investigacién Educativa para la
regi6n sur-sureste de México (CRESUR) son por un lado, la construccién de una agenda académica que
vincule la investigacién educativa con la profesionalizacién de los docentes y por el otro, la generacién
de conocimiento relacionado con los problemas profesionales con los que se enfrentan dia a dia para
adquirir el conocimiento profesional que requieren para ensefar.

La presente obra es una traduccién que une esfuerzos de tres instituciones: National Council of
Teachers of Mathematicas (NcT™m), Comité Interamericano de Educacién Matemadtica (CIAEM) y CRESUR
que aporta andlisis de episodios de clase, tareas o actividades propuestas en el aula de matemadticas, que
generan insumos, mismos que pueden ser utilizados como contenido de trayectos formativos orienta-
dos a desarrollar el conocimiento matemadtico y didédctico de los profesores de educacién matemdtica,
los cuales tienen la enorme responsabilidad de desarrollar el interés por las matemadticas en los nifios y
jovenes y desmitificar las dificultades del aprendizaje; en esta obra, seguramente encontrardn un apoyo

muy valioso para cumplir con esta misién.

Dr. José Humberto Trejo Cataldn
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Prologo

Para una exitosa construccién de los aprendizajes hay condiciones que debe tener la interrelacién entre
estudiantes y profesores y también aquella entre los mismos estudiantes: estos dltimos deben sentir que
de alguna manera su accidén y su pensamiento son parte constitutiva importante de la leccion, cémplices
activos; y en eso precisamente fallan los esquemas tradicionales de las lecciones unidireccionales (del do-
cente hacia los estudiantes), o aquellas en que el punto de partida no es un objeto complejo, demandante
e interesante sino uno trivial y aburrido. No apoya tampoco esa expectativa el empezar una clase con un
pedazo de teoria para ir mecdnicamente hacia el ejemplo y la préctica rutinaria.

sPero basta esa “complicidad” para lograr una leccién exitosa? No es suficiente, pues la accién es-
tudiantil en s{ misma se puede desviar hacia territorios inadecuados que pueden conspirar contra los
propésitos a desarrollar en el aula. Es necesario entonces pedir algo mds: que la accién de aula se inscriba
dentro de fronteras definidas para lograr los objetivos educativos, que normalmente son establecidos
por el curriculo escolar. Debe existir una accién del docente que logre a la vez, de manera armoniosa,
el empoderamiento adecuado del estudiante y el objetivo curricular de aprendizaje. A la altura del de-
sarrollo de la Educacién Matemdtica que tenemos en el mundo, sabemos que este tipo de propésitos
debe poder realizarse usando los multiples resultados de la investigacién y de la experiencia préctica. Es
decir: el docente debe poder contar dentro de su universo mental con los recursos educativos necesarios
para el desarrollo de la clase que podemos valorar como exitosa (elementos aportados por su formacién
inicial o su desarrollo profesional).

:Qué significa esto? Entre otras cosas y con fuerza: permitir al docente realizar una preparacién cuida-
dosa de la leccién que logre anticipar, hasta donde sea posible, su desenvolvimiento. ;Comportamiento
estudiantil? ;Diversidad de estrategias? ;Errores? sMomentos algidos? La seleccién del problema o la si-
tuacién inicial es aqui crucial, y puede determinar en gran medida el decurso de la leccién; pero también
es muy importante lo que se haga en ese desarrollo y luego en la clausura que institucionalice los saberes
construidos a partir de la accién del aula.

Es este tipo de asuntos el que esta obra aborda a partir de situaciones especificas, sefialando el poten-
cial de las mismas, asi como las acciones que el docente puede seguir para lograr la leccién exitosa. Este
libro posee un poderosa vocacién metodolégica.

Para el Comité Interamericano de Educacién Matemdtica ha sido un honor haber gestionado y
conducido la traduccién al espanol de Cinco pricticas, una magnifica y sintética obra publicada por
el National Council of Teachers of Mathematics. Es la segunda oportunidad en un tiempo muy reciente
que concertamos traducciones al espafiol de obras publicadas por esta emblemdtica institucion de los
Estados Unidos. Esta publicacién expresa la relacidn estrecha y la amistad que han existido durante
muchos afios entre el NCTM y el CIAEM, pero sobre todo manifiesta una alianza estratégica que podrd
proporcionar muchos mds frutos para las comunidades educativas donde actiian ambas organizaciones.

Es interesante que la perspectiva intelectual que nutre esta publicacion, que el NcT™ ha acunado con
los términos “de los principios a la accién”, es una poderosa condensacién tedrica que subraya una par-
ticular accién de aula: fuertemente planificada, que invoca desafios intelectuales para el estudiante a la
vez que satisfaccién y complicidad intelectuales, una conduccién docente inteligente durante la leccién

y una asociacién estrecha con los propésitos educativos de aprendizaje (establecidos por un curriculo

Xl
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oficial o mediante un marco orientador de principios curriculares). Es una visién que convoca simili-
tudes con el “estudio de la leccién” desarrollado en otras latitudes. Es grato mencionar, por otra parte,
que esta perspectiva es similar a la que introduje en el disefio del curriculo de las matemdticas escolares
(grados 1-12) de mi pais, Costa Rica, aprobado en mayo del 2012, y cuya implementacién también he
dirigido desde entonces; una experiencia que constituye la reforma curricular mds importante de ese pais
en décadas y es probablemente una de las mds atrevidas e innovadoras reformas educativas en América
Latina.

Estoy seguro que esta publicacién brindard un recurso muy valioso para la comunidad hispanopar-

lante de la Educacién Matematica.
Angel Ruiz
Presidente del Comité Interamericano de Educacion Matemdtica

Vicepresidente de la International Commission on Mathematical Instruction

San José, Costa Rica
24 de Junio 2016

XII
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Prefacio

En esta obra presentamos y analizamos un marco tedrico dirigido a implementar discusiones matemati-
camente productivas que estdn enraizadas en el pensamiento del estudiante. El marco teérico identifica
un conjunto de pricticas instruccionales que ayudardn a los maestros a lograr objetivos de aprendizaje
de alto desempefio mediante la utilizacidon del trabajo del estudiante como punto de partida para las
discusiones, en las cuales emerjan ideas matemdticas importantes, se muestren las contradicciones y se
desarrolle y consolide lo ya comprendido. La premisa subyacente en este libro es que la identificacion y
el empleo de un conjunto codificado de practicas pueden hacer accesibles y manejables, para un mayor
nimero de maestros, los enfoques de la ensefianza de las matemdticas centrados en el estudiante. Al pro-
porcionar a los maestros una gufa de las practicas que pueden llevar a cabo —antes de las discusiones que
involucran a todos en el aula y durante las mismas—, estas pricticas ayudan a los maestros a orquestar de
una forma mds eficaz las discusiones que sirven como réplica tanto a los estudiantes como a la disciplina.

A lo largo de la obra ejemplificamos las practicas en aulas reales, con las cuales nos hemos familiari-
zado gracias a la investigacidn o a la préctica profesional (es decir, a través de los maestros con quienes
hemos trabajado en iniciativas de desarrollo profesional). En particular, hacemos un uso significativo
de dos lecciones en el salén de clases: los casos de Dulce Dominguez y de Nicolds Barrios. El primer
caso se presenta en el capitulo 3, como vehiculo para la investigacién de las cinco practicas en accidn, y
vuelve a examinarse en capitulos subsecuentes conforme éstas se exploran con mayor profundidad. El
caso de Nicolds Barrios se analiza con profundidad en los capitulos 4 y 5, a la vez que se examinan con
detalle las cinco précticas, y después se hace referencia nuevamente a este caso en capitulos posteriores,
en la medida en que se tienen en consideracién asuntos mds amplios.

De acuerdo con la investigacién que establece la importancia de la construccién del propio cono-
cimiento por parte de los estudiantes (Bransford, Brown y Cocking, 2000), hemos disenado esta obra
para alentar el compromiso activo de los lectores. Para este propésito incluimos las secciones tituladas
“Actividad de involucramiento” que sugieren formas en las cuales el lector puede involucrarse con he-
rramientas especificas de la prictica en el aula (por ejemplo, narraciones de ensefianza en el aula, trans-
cripciones de interacciones en el aula, tareas de ensenanza, ejemplos de trabajos de los estudiantes). Mds
que una lectura pasiva del libro, se exhorta a los lectores a que tomen en serio nuestras sugerencias y
hagan una pausa en la lectura, a fin de apropiarse de la informacién en las formas que se proponen. En
la media en que la informacién se procese de manera activa, serd més profunda la comprensién de los
lectores, a la vez que mejorard su habilidad para tener acceso y utilizar el conocimiento de modo flexible
en su propia vida profesional. Ademds, al final de los capitulos 4, 5, 6 y 7 proporcionamos sugerencias
(tituladas “iIntente esto!”) que tienen que ver con la forma en que un maestro puede implantar las ideas
del capitulo en su propia aula.

Aunque el principal objetivo del libro se centra en el modelo de las cinco précticas (capitulos 1, 3, 4
y 5), también explora temas que apoyan la capacidad de los docentes para orquestar discusiones produc-
tivas en el aula. De manera especifica, el capitulo 2 hace énfasis en la necesidad de establecer objetivos
claros de lo que los estudiantes aprenderdn como resultado de la ensefianza, asi como en identificar una
tarea matemdtica que resulte consistente con dichos objetivos de aprendizaje, antes de involucrarse con
las cinco pricticas. El capitulo 6 se centra de forma concreta en los tipos de preguntas que los docentes
pueden plantear con el objeto de desafiar el pensamiento del estudiante, asi como en las acciones que los

Xl
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maestros pueden llevar a cabo a fin de promover la participacién de los estudiantes en las discusiones que
involucran a todo el grupo. El capitulo 7 contextualiza dentro del sistema escolar el modelo de las cinco
précticas con el propésito de facilitar una discusién dentro del marco de la preparacién de una clase y
ademds presenta una herramienta para la planificacién global de la misma, en la que estdn incluidas las
cinco précticas. El libro concluye con el capitulo 8, en donde se analizan formas en las que los docentes
pueden trabajar con sus colegas, asesores pedagégicos y lideres escolares a fin de garantizar que cuentan
con el tiempo, los materiales y el acceso al conjunto de conocimientos que requieren para aprender a

orquestar discusiones productivas.

XV
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Introduccion

Conforme transcurre la segunda década del siglo xxt, se clarifica una cuestién: nuestro pais requiere trabaja-
dores con alta capacitacion que puedan afrontar problemas complejos. Los dias en los que bastaba contar con
habilidades basicas para conseguir trabajos bien remunerados y lograr un nivel de vida aceptable, ya no existen
mds. En concreto, se necesitan individuos que puedan pensar, razonar y comprometerse de manera eficaz con
la resolucién de problemas cuantitativos.

Las practicas educativas vigentes en la mayorfa de los salones de clase no preparan a los estudiantes para estas
nuevas exigencias. Las investigaciones en Estados Unidos han evidenciado que a sus estudiantes no se les exige
de manera habitual que se involucren con el pensamiento conceptual o con la resolucién de problemas comple-
jos (Stigler y Hiebert, 1999). La mayor parte del trabajo escolar consiste en tareas que contienen “problemas”,
para cuya solucién se les ha ensefiado a los estudiantes un método preferido. El estudiante no requiere mucho
“razonamiento” para resolverlos pues bastan la memoria y la aplicacién directa de habilidades previamente
aprendidas. Es un error esperar que los estudiantes aprendan a afrontar los retos confusos y desestructurados
del mundo actual, si se les obliga a sentarse silenciosamente en filas, completar tareas que exigen habilidades
bésicas e involucrarse en “discusiones” conducidas por el docente en las que basta realizar preguntas y respuestas
exactas, basadas en hechos concretos.

:Qué tipo de experiencias de aprendizaje preparard a los estudiantes para las exigencias del siglo xx1? La
investigacidn nos indica que el conocimiento y las habilidades complejas se aprenden mediante la interaccion social
(Vygotsky, 1978; Lave y Wenger, 1991). Aprendemos por medio de un proceso de construccién de conoci-
miento que nos exige manipular y refinar activamente informacién para después integrarla a nuestros saberes
previos. La interaccién social nos ofrece la oportunidad de compartir nuestras ideas con los demds participando
asi en la construccién conjunta de conocimiento. En la clase de Matemdticas, las discusiones de alta calidad
ayudan a los estudiantes en su aprendizaje de esta materia, pues asi aprenden a comunicar sus ideas, su pen-
samiento, a fin de guiarlo en direcciones matemdticamente significativas, y también les facilitan evaluar sus
ideas matematicas, asi como las de los demds. Estas son las caracteristicas fundamentales de lo que significa ser
“matemdticamente letrado”.

Crear oportunidades basadas en discusiones para el aprendizaje del estudiante requerird que muchos maes-
tros experimenten un proceso de aprendizaje diferente. En primer lugar, necesitardn aprender la forma de
seleccionar y proponer en sus aulas tareas educativas cognitivamente desafiantes, en vista de que éstas propor-
cionardn la materia prima de valiosas discusiones. Sin embargo, a lo largo de los afos la mayoria de los libros
de texto han suministrado a los maestros una ininterrumpida lista rutinaria de tareas procedimentales, a partir
de las cuales es muy dificil, si no imposible, organizar una discusién atractiva.

En segundo lugar, los docentes deben aprender la manera de apoyar a sus estudiantes, conforme éstos se de-
dican a tareas cognitivamente desafiantes y analizan sus soluciones. Sabemos, con base en nuestra investigacién
previa, que una vez que se presentan tareas de alto nivel en el aula, muchos docentes enfrentan dificultades para
sostener la exigencia cognitiva de estas tareas en la medida en que los estudiantes se involucran en ellas (Stein,
Grover y Henningsen, 1996). A menudo los estudiantes terminan pensando y razonando a un nivel inferior,
en comparacion con el nivel que la tarea requiere. Una de las razones de que esto suceda estriba en las dificulta-
des que los maestros tienen para orquestar discusiones que utilicen de modo productivo las ideas y estrategias
generadas por los estudiantes como respuesta a las tareas de alto nivel.

Una tarea educativa de alto nivel se desarrolla en tres fases. Comienza con la propuesta de un problema

matemdtico por parte del docente, la cual involucra ideas matemdticas importantes y puede resolverse de
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diversas formas. Durante la “fase de lanzamiento”, el maestro presenta a los estudiantes el problema,
las herramientas que estdn disponibles para que se trabaje en el mismo, y se plantea la naturaleza de los
productos que se espera creen los estudiantes. Después de esta etapa, sigue la “fase de exploracién”, en
donde los estudiantes trabajan con el problema, a menudo discutiendo en parejas o en pequenios grupos.
Conforme lo abordan, se les anima a que lo resuelvan de cualquier forma que tenga sentido para ellos y
que expliquen su enfoque a los demds miembros de la clase. Luego, la leccidn concluye con una discu-
sién grupal y un resumen de varios de los enfoques generados por los estudiantes para la resolucién del
problema. Durante esta fase de “discusion y resumen”, se muestran los diversos enfoques al problema y
se presentan a toda la clase para que se discutan.

¢Por qué resulta tan dificil orquestar estas discusiones de final de clase? La investigacién nos indica
que los estudiantes aprenden cuando se les alienta a convertirse en autores de sus propias ideas y cuando
se les responsabiliza por su razonamiento y comprensién de las ideas clave (Engle y Conant, 2002). En
la prictica, llevar a cabo ambas cosas de manera simultdnea es en extremo dificil. Por su naturaleza, las
tareas de alto nivel no inducen a los estudiantes a resolverlas de la misma forma. M4s bien, los docentes
pueden y deben esperar ser testigos de una variedad de enfoques (tanto correctos como incorrectos) para
resolver la tarea durante la fase de discusién en la leccidn. En teorfa, esto resulta benéfico porque los estu-
diantes estdn siendo “autores” (o estdn en el proceso) de sus propias estrategias de resolver un problema.

El desafio reside en que los docentes deben compaginar los muchos y desiguales enfoques que los
estudiantes producen como respuesta a las tareas de alto nivel, con la meta de aprendizaje de la leccién.
Es obligacién de los maestros canalizar a los estudiantes colectivamente hacia el desarrollo —y hacerlos
responsables del mismo— de un conjunto de ideas y de procesos centrales para la disciplina; ideas y pro-
cesos que son ampliamente aceptados como valiosos e importantes para las matemdticas y necesarios
para el futuro aprendizaje escolar de esta disciplina. Si el docente fracasa en esto, la balanza se inclina
demasiado hacia el estudiante, de modo que las discusiones del aula se desarticulardn de los saberes
esperados de la asignatura.

Lo importante es conservar el equilibrio. Si se hace demasiado énfasis en la responsabilidad del
docente, puede socavarse tanto la seguridad del estudiante como su capacidad de dar sentido a lo que
aprende y ademds pudiera fomentarse de manera involuntaria una creciente dependencia respecto de
la guia del maestro. Los estudiantes captan el mensaje de inmediato, con frecuencia a partir de senales
sutiles, de que “saber Matemdticas” significa utilizar s6lo aquellas estrategias que el docente o el libro de
texto han validado; consecuentemente, aprenden a no usar o no confiar en su razonamiento. Por otra

parte, centrarse en la conduccién del estudiante propicia discusiones dispersas en el aula.

(Exitoso o superficial?
Discusion en la clase de David Canales

En resumen, el papel del docente en las discusiones resulta crucial. Sin una gufa experta, las discusiones
en la clase de matemdticas pueden, por un lado, propiciar que el maestro se aduefie de la clase y brinde
una “cdtedra’, y por el otro que los estudiantes ofrezcan una serie de demostraciones inconexas del tipo
“mostrar y hablar”, y en conjunto aporten muy poco a las ideas matemdticas que constituyen la meta
de la clase. Considérese, por ejemplo, el siguiente caso (tomado de Stein y colegas, [2008]) en donde se

presenta a David Canales, un profesor de cuarto grado.
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ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 0.1

Conforme lea el caso de David Canales, identifique los momentos en que los estudiantes son autores de
sus ideas y enfoques, asi como aquellos en los que se responsabilice a los estudiantes de su aprendizaje
de la disciplina.

Hojas y orugas: el caso de David Canales

Los estudiantes de la clase de cuarto afio del profesor Canales resuelven el siguiente
problema: “Los estudiantes de cuarto grado necesitan cinco hojas diarias para alimen-
tar a sus 2 orugas. ;Cudntas hojas necesitarfan los estudiantes cada dfa si tuvieran 12
orugas?” El profesor Canales comenta a sus estudiantes que pueden resolver el proble-
ma de la forma que deseen, pero remarca que es necesario que expliquen la forma en
que lleguen a la respuesta y decir por qué, en efecto, es correcta.

Conforme los estudiantes trabajan en parejas resolviendo el problema, el profesor
Canales camina alrededor del salén, asegurdndose de que todos estén concentrados en
la tarea y avancen en su resolucidn. El profesor Canales se muestra contento al ver que
los estudiantes utilizan diferentes estrategias para abordar el problema: elaboracién de
tablas, dibujos de esquemas y, en algunos casos, explicaciones por escrito.

Después de un tiempo, el docente nota que dos parejas de estudiantes obtuvieron
respuestas erréneas (véase la figura 0.1).

Respuesta: bo Respuesta: l5 ougan
U
5 hoqu

A 10
1@ oo WW whadi 10 AW%%.’

b0 hoqu pora las orugas

Figura 0.1. Respuestas de Daniel y Marcos (izquierda) y Moénica y Carla (derecha)

El profesor Canales no estd preocupado por las respuestas erroneas ya que considera
que una vez que se presenten diversas estrategias de solucién correctas, los estudiantes
mencionados se percatardn de lo que hicieron mal y en el futuro utilizardn otros pro-
cedimientos para resolver problemas similares.

Cuando la mayoria de los estudiantes termina, el profesor Canales los reune para
analizar el problema. Comienza la discusién solicitando que algunos voluntarios
compartan sus soluciones y estrategias; en este momento se asegura de que quienes
aplicaron una estrategia errénea no sean quienes pasen al frente. En el transcurso de
los siguientes 15 minutos se presentan por iniciativa propia Carina y después Jaime,
José, Marely, Martin y Juanita quienes muestran sus soluciones (véase la figura 0.2).
Durante las presentaciones, el profesor Canales hace preguntas a cada estudiante para
que aclaren y argumenten sus respuestas. Al término de la clase dice a sus estudiantes que
el problema puede resolverse de muchas formas y que a partir de entonces, cuando
deban resolver una situacién semejante, podrdn elegir la forma que mds les agrade, en
vista de que con cada estrategia se obtiene la misma respuesta.
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Figura 0.2. Soluciones compartidas por los estudiantes del grupo del profesor Canales.
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Analisis del caso de David Canales

Alguien podria considerar como ejemplar la clase del profesor Canales. En efecto, el profesor Canales
llevd a cabo muchas cosas bien, lo cual incluye que haya dejado a los estudiantes construir su propia
manera de resolver esta tarea cognitivamente desaflante y que haya destacado la importancia de que los
estudiantes fuesen capaces de explicar su razonamiento matemdtico. Los estudiantes, por su parte, traba-
jaron con sus compaferos y compartieron sus soluciones y estrategias; al parecer se respetaron sus ideas.
Todos los estudiantes tuvieron la oportunidad de ser los “autores” de su conocimiento matemdtico.

No obstante, una mirada critica hace evidente que la secuencia que se sigui6 para exponer los dife-
rentes trabajos no contribuyé a la construccién de ideas matemdticas importantes. El meollo de la dis-
cusién parecia ser “mientras mds formas haya de resolver el problema, mejor”, pero de hecho el profesor
Canales hizo responsable a cada estudiante de conocer s6lo una manera de resolver el problema. Ademds,
a pesar de que el profesor Canales observé a los estudiantes mientras trabajaban, al parecer no utilizé
este tiempo para evaluar lo que entendian respecto del razonamiento proporcional ni para seleccionar
un trabajo particular de los estudiantes con la finalidad de mostrarlo en la discusién grupal. Es mds, no
se informé de manera alguna si para los dos pares de estudiantes que obtuvieron una respuesta errénea
(Daniel-Marcos y Ménica-Carla) fueron de ayuda las presentaciones de las estrategias correctas de sus
compaferos. ;Identificarfan el error de su razonamiento?

De hecho, sostenemos que gran parte de la discusién dada en la clase del profesor Canales fue del tipo
“mostrar y hablar”, en donde los estudiantes que obtuvieron las respuestas correctas compartieron en su
oportunidad sus estrategias de solucién. El docente no depurd las ideas matemdticas que cada estrategia
ayudaba a ilustrar, tampoco hizo ningin intento por destacar esas ideas. Ademds, no estableci6 cone-
xiones entre los diferentes métodos de solucién ni los vinculé con métodos importantes de la disciplina
o con ideas matemdticas. Por tltimo, no prestd atencién a sopesar cudl de las estrategias podria ser mds
uil, eficiente y exacta en determinadas circunstancias sino que todas se consideraron igual de eficaces.

Resumiendo, asignar a los estudiantes tareas cognitivamente desafiantes con las cuales se involucren
y luego conducir una discusién del tipo “mostrar y hablar” no es garantia de que toda la clase progrese
matemdticamente hablando. Es mds, este tipo de prictica dentro del aula ha sido criticada por crear
ambientes en los cuales casi la totalidad del control de la agenda matemdtica se les cede a los estudiantes.
Algunos docentes interpretaron mal la peticién de respetar el pensamiento y el razonamiento de los
estudiantes, tomdndola como un llamado a una suspensién total de moldear la calidad del pensamiento
matemdtico del estudiante por parte del docente. La falta de una orientacién sobre lo que los docentes
podrian efectuar a fin de fomentar un pensamiento y razonamiento matemdticos rigurosos propicié que
muchos profesores pensaran que deberfan evitar indicar cualquier cosa a sus estudiantes.

Una critica parecida, dirigida hacia las clases basadas en la indagacidn, tiene que ver con la naturaleza
fragmentada y a menudo incoherente de las etapas de discusion y resumen de la leccién. En estas fases
de “mostrar y hablar”, tal y como se ejemplifica en la clase de David Canales, la presentacién de un estu-
diante podria seguir a otra, teniendo escasos comentarios por parte del docente (o del estudiante) sin que
haya ninguna intervencién que haga conexiones entre los métodos o que los vincule con métodos y con-
ceptos de la materia ampliamente compartidos. La discusién no brindé alguna razén matemdtica, o de
otra indole, para que los estudiantes necesariamente escuchasen o intentaran comprender los métodos
de sus compafieros de clase. Como lo ejemplifica el comentario del profesor Canales al final de la clase,

los estudiantes simplemente “pueden escoger el método que mds les guste”. Este tipo de situacién ha
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propiciado un dilema que cada vez se reconoce mds y que tiene que ver con los enfoques de la ensefianza
basados en “indagar y descubrir”: el reto de armonizar el desarrollo de las ideas, por parte de los estu-
diantes, con las ideas de la asignatura, que los estudiantes a final de cuentas son responsables de conocer.

En resumen, David Canales no hizo mucho por fomentar el rigor matemdtico. ;Cémo pudo haber
apoyado con mayor impetu la rigurosidad de los estudiantes sin menoscabar la autoridad de éstos?
La cuestién mds importante que pudiera haber efectuado, hubiera sido tener un conjunto de metas
claras de lo que €l queria que los estudiantes aprendieran en la clase. Sin un objetivo de aprendizaje en
mente, las diversas soluciones que se presentaron, aunque fueron correctas en su mayoria, estuvieron
desperdigadas en el “panorama matemdtico”. Empero, si por ejemplo hubiera enfocado el objetivo de
aprendizaje a garantizar que todos los estudiantes reconocieran que la relacién entre las orugas y las
hojas es multiplicativa y no aditiva, habria podido supervisar efectivamente la labor de los estudiantes.
;Qué trabajo mostraba particularmente bien la relacién muldiplicativa? ;Los trabajos de los estudiantes
inclufan ejemplos de las distintas maneras de ilustrar esta relacién, ejemplos que pudieran vincularse
con estrategias matemdticas ya sabidas (ejemplificacién, razén unitaria, incremento de valores)? Esta
evaluacién del trabajo de los estudiantes hubiera permitido al docente reflexionar mejor en torno a la
eleccién de los estudiantes que presentarfan su trabajo durante la fase de discusién. Incluso, hubiese de-
seado que se presentaran las soluciones incorrectas (las aditivas), de modo que los estudiantes pudiesen
reconocer el razonamiento erréneo subyacente en las mismas. Si el profesor Canales hubiera selecciona-
do las estrategias adecuadas habria estado en condiciones de encauzar la discusién hacia una conclusién

matemdticamente satisfactoria.

Conclusion

El caso de David Canales ejemplifica la necesidad de contar con una guia que moldee las discusiones del
aula y que maximice su potencial respecto de ampliar el pensamiento de los estudiantes y de enlazarlo
con ideas matemdticas importantes. Los capitulos que siguen brindan esta gufa para la elaboracién de un
marco tedrico til, basado en cinco précticas educativas con dos fines; orquestar discusiones productivas
en el aula, y gestionarlas.
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muchos docentes les atemoriza un enfoque pedagégico construido con base en el pensamiento del

estudiante. Otros se preocupan por abarcar el contenido y se preguntan: “;Cémo puedo asegurarme

de que los estudiantes aprenderdn lo que yo soy responsable de ensefar si no cubro de principio a
fin el material y les proporciono todo lo que necesitan saber?” Algunos otros profesores, que probablemente
ya estén convencidos de la importancia del pensamiento del estudiante, tal vez les inquiete, no obstante, su
capacidad para diagnosticar sobre la marcha el pensamiento de los estudiantes y brindarles inmediatamente
respuestas que los encaucen hacia la comprensién matemdtica correcta.

Los docentes tienen razén cuando se percatan de que este tipo de ensefianza es exigente. Requiere tener co-
nocimiento del contenido matemdtico relevante, del pensamiento del estudiante sobre el contenido, asi como
de sutiles “acciones” pedagédgicas que el profesor debe llevar a cabo con el objeto de canalizar las discusiones
hacia direcciones fructiferas; ademds se debe contar con la habilidad de aplicar con rapidez todo lo anterior en
circunstancias especificas. Adn asi, hemos visto que muchos docentes aprenden a ensefiar de esta forma, con la
ayuda de las cinco practicas.

Concebimos a éstas como una hdbil improvisacién. Las pricticas que hemos identificado tienen el propésito
de hacer que la educacién enfocada en el estudiante sea mds fAcil de llevar a cabo, al aminorar el grado de im-
provisacién que el docente requiere durante una discusion. En lugar de centrarse en dar respuestas instantdneas
a las contribuciones de los estudiantes, las précticas subrayan la importancia de la planificacién. Mediante ésta,
los docentes pueden anticipar los probables aportes de los estudiantes, preparar las respuestas que pudiesen
ofrecerles y tomar decisiones concernientes con la forma de estructurar las presentaciones de los estudiantes,
con el objeto de favorecer la organizacién matemdtica de la clase. Ahora procederemos a brindar una explica-
cién de las cinco précticas.

Las cinco practicas

Estas se disefiaron para auxiliar a los docentes en sus respuestas para propiciar la comprensién matemdtica de los

estudiantes, a fin de que la clase en su conjunto progrese, al proporcionarles cierto control sobre lo que proba-

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 7 @ 7/27/16 6:30 AM



®

8 5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matematicas

blemente suceda en la discusién y al brindarles mas tiempo para tomar decisiones educativas, trasladando
hacia la fase de planificacién de la clase una parte de la toma de decisiones. Las cinco practicas son:

Anticipar las posibles respuestas del estudiante a las tareas matemadticas desafiantes.

2. Monitorear las respuestas reales de los estudiantes a las tareas (cuando las resuelven en parejas
0 en pequeos grupos).

3. Seleccionar a determinados estudiantes para que presenten su trabajo matemdtico durante la
discusién grupal.

4. Secuenciar las respuestas de los estudiantes que se mostrardn en un orden especifico.

5. Conectar las distintas respuestas de los estudiantes y vincularlas con ideas matemadticas clave.

Cada préctica se describe con mds detalle en las siguientes secciones y se ejemplifican sefalando lo
que el profesor Canales pudiera haber llevado a cabo en laleccién de las hojas y las orugas (presentada en
la introduccién), a fin de canalizar el pensamiento del estudiante de una manera mds h4bil hacia la meta
de reconocer que la relacién entre las orugas y las hojas es multiplicativa y no aditiva.
Anticipacion
La primera préctica consiste en hacer un esfuerzo para prever de manera activa la forma en que los es-
tudiantes pudieran abordar matemdticamente la tarea o tareas educativas en las que estardn trabajando.
Esto involucra mucho mds que sélo evaluar si determinada tarea tiene el nivel adecuado de dificultad o
si resulta lo suficientemente interesante para los estudiantes, y ademds va mds alld de considerar si ellos
obtienen o no la respuesta “correcta’.

Anticipar las respuestas de los estudiantes implica desarrollar las expectativas tenidas en cuenta sobre
la manera en que los estudiantes interpretardn matemdaticamente un problema sobre las posibles estrate-
gias, correctas e incorrectas, que emplearén para resolverlo y c6mo dichas estrategias e interpretaciones
pudieran relacionarse con conceptos, representaciones, procedimientos y pricticas matemdticas que al
docente le gustaria que sus estudiantes aprendiesen.

La anticipacion requiere que los profesores resuelvan el problema de tantas maneras como puedan.
Algunos docentes descubren que resulta ttil tanto abordar la tarea junto con otros colegas, a fin de
ampliar lo que ellos pudieran individualmente estar pensando, como revisar las respuestas que pudiesen
estar disponibles (por ejemplo, a través del trabajo elaborado por los estudiantes el ano anterior, median-
te las respuestas y las tareas publicadas en materiales suplementarios) y ademds consultar los trabajos de
investigacién sobre el aprendizaje de los estudiantes concerniente con las ideas matemdticas involucradas
en la tarea. Por ejemplo, la investigacién sugiere que los estudiantes suelen utilizar estrategias aditivas
(como en la respuesta de Ménica y Carla, mostrada en la figura 0.1) para resolver tareas semejantes a la
de las hojas y las orugas, en donde se establece una relacion multiplicativa entre las cantidades (Hart,
1981; Heller ez al., 1989; Kaput y West, 1994). Anticipar este enfoque antes de la leccién hubiera
permitido al profesor Canales reconocerlo en el momento que sus estudiantes lo utilizaron, a fin de que
meditara cuidadosamente las acciones que deberia realizar para que ellos también se percataran (por
ejemplo, el tipo de preguntas que plantearfa a los estudiantes con el objeto de que se dieran cuenta de la
naturaleza multiplicativa de la relacién entre las orugas y las hojas o cémo sacar a colacién la respuesta
durante la discusién, de modo que todos los estudiantes pudieran saber por qué no serfa la adicién un
método vilido).
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Ademis, si el profesor Canales hubiera resuelto con antelacién el problema de tantas maneras como le
fuese posible, hubiera descubierto que habfa al menos dos estrategias distintas para obtener la respuesta
correcta (el valor unitario y el factor de escala) y que cada una de ellas podria expresarse mediante dis-
tintas representaciones (dibujos, tablas y explicaciones por escrito).

Monitoreo

Monitorear las respuestas de los estudiantes involucra poner especial atencién, mientras realizan la tarea,
a su pensamiento matemdtico y a sus estrategias de solucién. Por lo general, los docentes hacen esto al
caminar por el aula mientras los estudiantes trabajan, ya sea de manera individual o en pequefios grupos.
Observar cuidadosamente lo que estdn haciendo los estudiantes mientras trabajan, posibilita que los
docentes utilicen sus observaciones para decidir en qué y en quién enfocarse en la discusién posterior
(Lampert, 2001).

Una manera de facilitarle al docente el proceso de monitoreo consiste en elaborar, antes de la leccién,
una lista de soluciones que éste anticipa que los estudiantes generardn, misma que le ayudard a lograr
sus metas matemdticas de la leccidn. La lista para la tarea de las orugas y las hojas, como la mostrada
en la primera columna de la figura 1.1, puede auxiliarle a dar seguimiento de qué estudiantes o grupos
generan determinadas soluciones o a quién o quiénes se les ocurrieron las ideas que él desea asegurar que
se retengan durante la discusion grupal. La celda “Otra”, de la primera columna, ofrece al profesor la

oportunidad de registrar las ideas que 70 previd.

Estrategia {Quiény qué? Orden
Valor unitario Juanita: multiplicé 12 x 2.5 (las rayas
Encontrar el nimero de hojas que come una representan orugas).
oruga (2.5) y multiplicarlo por 12, o sumar la Carina: sumé doce veces 2.5 (dibujos
cantidad que come una oruga 12 veces. de orugas y hojas).
Factor de escala Jaime: descripcién narrativa

Descubrir que el nimero de orugas (12) es igual
a tener 6 veces la cantidad original (2), asi que el
numero de hojas (30) debe ser 6 veces la canti-
dad original (5).

Incremento constante José: una tabla que registra incre-
Incrementar el nimero de hojas y de orugas mentos de 2y de 5 enlas hojas y
sumando continuamente 5 a las hojas y 2 a las orugas.
orugas, hasta alcanzar la cantidad deseada de
orugas.

Estrategia aditiva Ménicay Karla.

Percatarse de que el nimero de orugas se ha
incrementado en 10 (2 + 10=12), asi que la
cantidad de hojas debe también aumentar en
10 veces (5+10=15).

Otra
Aumentar cantidades haciendo conjuntos de 2
hojas y 5 orugas.

Martin: dibujo.
Marely: tabla.

Figura 1.1. Tabla para monitorear el trabajo de los estudiantes en la tarea de las hojas y las orugas.

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 9 @ 7/27/16 6:30 AM



®

10 5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matematicas

Como se analizé en la introduccidn, la leccién del profesor Canales ofrecié poca evidencia, si acaso,
de un monitoreo activo. Aunque el profesor Canales sabia quién obtuvo las respuestas correctas y quién
no, asi como la variedad de estrategias utilizadas, la elecciéon de estudiantes que hizo para que presen-
taran sus trabajos al final de la clase, sugiere que no monitored el potencial especifico de aprendizaje
matemdtico disponible en todas las respuestas. Lo que el profesor Canales pudo haber llevado a cabo,
mientras los estudiantes trabajaban en la tarea, se muestra en la segunda columna de la figura 1.1.

Empero, resulta importante destacar que el monitoreo implica mds que sélo observar y escuchar a
los estudiantes. Durante ese tiempo, el docente también ha de plantear preguntas y hacer manifiesto el
pensamiento de los estudiantes, ayudarlos a que lo clarifiquen, asegurarse de que todos los miembros del
equipo estén comprometidos con la actividad y apremiar a los estudiantes a que tengan en cuenta aspec-
tos de la tarea que requieren su atencién. Muchas de estas preguntas pueden plantearse antes de la clase,
con base en las soluciones que se prevean. Por ejemplo, si el profesor Canales hubiera anticipado que
un estudiante utilizarfa un enfoque de valor unitario (las respuestas de Juanita y Carina, véase la figura
1.1), razonando a partir del hecho de que el nimero de hojas que comia una oruga era 2.5, entonces
pudiera haber tenido preparada una pregunta, por ejemplo para Carina, concerniente con la manera en
que ella obtuvo el ndimero 2.5 y cémo es que supo que debfa multiplicarlo por 12. Plantear preguntas a
un estudiante o a un grupo de estudiantes, mientras estdn abordando la tarea, les brinda la oportunidad
de pulir o revisar su estrategia antes de la puesta en comin; asimismo, ofrece al docente pistas de lo que

el estudiante estd entendiendo del problema y de las ideas matemdticas implicitas en el mismo.

Seleccion

Una vez hecha la labor de monitoreo de las estrategias de los estudiantes disponibles para la clase, el
docente elige a estudiantes especificos para que compartan su trabajo con el resto de los estudiantes a
fin de ahondar, al inicio del andlisis, en conceptos matemdticos particulares, lo cual ofrece al profesor
mayor control sobre la discusién (Lampert, 2001). La seleccién de determinados estudiantes, junto con
sus soluciones, estard sujeta a la meta matemdtica de la leccién y a la evaluacién del profesor respecto de
lo que aporte cada contribucién a esa meta. Por tanto, el docente selecciona a ciertos estudiantes para la
presentacion, con base en el contenido matemdtico de sus respuestas.

Una forma usual de efectuar la “seleccién” es pedir, conforme se va dando la discusidn, a estudiantes
especificos (o grupos de estudiantes) que presenten su trabajo. De manera alternativa, el docente pu-
diera decirles a sus estudiantes, antes de la discusion, que habrdn de presentar su trabajo. En una forma
combinada, el profesor podria solicitar voluntarios y luego seleccionar a un determinado estudiante del
que sepa que es uno de los que tiene una idea particularmente ttil para compartirla con la clase. Al pedir
voluntarios, para luego elegirlos en forma estratégica, el docente muestra aprecio por las contribuciones
espontdneas de ellos y al mismo tiempo conserva el control de las ideas que se presentardn publicamente.

Si se retoma el ejemplo de las hojas y las orugas y se observan las estrategias compartidas, notamos
que Carina y Juanita tienen estrategias similares, en las que emplearon la idea del valor unitario (es decir,
calcular el ndmero de hojas necesarias para una oruga). En vista de lo cual, no se obtendria conoci-
miento matemdtico adicional al compartir ambas estrategias. De hecho, si el profesor Canales hubiese
querido que sus estudiantes se percataran de la naturaleza multiplicativa de la relacién, quizd hubiera
escogido a Juanita, ya que su enfoque claramente utiliz6 la multiplicacion.

Asimismo, quizd hubiese sido fructifero compartir la solucién de Ménica y Carla (figura 0.1) y
compararla con la de Marely (figura 0.2). Aunque ambos enfoques se valieron de la adicién, Ménica
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y Carla sumaron equivocadamente el mismo niimero (10) a las hojas y a las orugas. En tanto que Marely
sumé 5 hojas por cada 2 orugas, lo cual muestra que comprendié que esta razén (5 por cada 2) deberia

mantenerse constante.

Secuenciacion

Después de haber seleccionado estudiantes especificos para que presenten su trabajo, el docente puede
tomar decisiones sobre la secuencia de éstos. Al hacer elecciones adecuadas sobre el orden en el que se
compartird el trabajo de sus estudiantes, los maestros pueden maximizar las oportunidades de lograr
sus metas matemdticas para la discusion. Por ejemplo, tal vez el docente querria que se presentara pri-
mero la estrategia que la mayoria empled, antes que la utilizada sélo por unos pocos estudiantes, con el
objeto de validar el trabajo efectuado por la mayoria y para hacer accesible el comienzo de la discusién
a tantos estudiantes como se pueda. En forma alternativa, quizd el docente quiera comenzar con una
estrategia que fuese mds concreta (que utilice dibujos o materiales concretos) y luego pasar a otras que
sean mds abstractas (que usen el Algebra). Este enfoque (ir de lo concreto a lo simbélico) resulta til
para validar enfoques menos complejos y permite establecer conexiones entre ellos. Si hubiera una equi-
vocacién comuin subyacente en una estrategia utilizada por algunos estudiantes, tal vez el docente desee
analizarla primero, a fin de que todos los estudiantes superen ese concepto erréneo y asi poder trabajar
en el desarrollo de formas mds eficaces de resolver el problema. Por dltimo, probablemente el docente
quisiese vincular o contrastar consecutivamente estrategias, con el objeto de que sea mds ficil para todos
compararlas. De nuevo, durante la planificacién el profesor puede tener en mente posibles maneras de
secuenciar las respuestas anticipadas para destacar las ideas matemdticas que constituyen la clave de la
leccién. De este modo, las respuestas que no se anticiparon pudieran insertarse en la secuencia, confor-
me el docente toma las decisiones definitivas respecto a lo que se presentard.

Se requiere llevar a cabo un mayor trabajo de investigacién para comparar el valor de los diversos
métodos de secuenciacién; no obstante, deseamos subrayar en estos momentos que se pueden utilizar
secuencias determinadas para avanzar hacia metas especificas de la leccién. Retomando el ejemplo de las
hojas y las orugas, seialamos una secuencia que se pudiera haber utilizado: Martin (incremento cons-
tante agrupando conjuntos-dibujo), José (incremento constante-tabla), Juanita (valor unitario-dibujo/
explicacién por escrito) y Jaime (factor de escala-explicacién por escrito).

Este orden comienza con la representacién menos compleja (un dibujo) de la estrategia mds simple
(incremento constante agrupando conjuntos) para finalizar con la estrategia mds compleja (factor de
escala), lo cual constituye una secuencia que pudiese ayudar a lograr la meta de accesibilidad. Ademis,
al contener una misma estrategia (incremento constante) dos representaciones distintas (dibujo y tabla),
los estudiantes tendrian oportunidad de desarrollar conocimientos més profundos sobre cémo concebir

este problema en términos del incremento constante.

Conexion

Finalmente, el docente ayuda a los estudiantes a establecer conexiones entre sus soluciones y las de sus
compafieros, as{ como con las ideas matemdticas clave de la leccién. El profesor puede auxiliar a sus es-
tudiantes a establecer juicios sobre las consecuencias de la aplicacién de distintos enfoques a la gama de
problemas que pueden resolverse (juicios por ejemplo sobre la precisidn y la eficiencia para resolverlos),
asi como a reconocer con mayor facilidad los tipos de modelos matemdticos. Mds que tener discusiones

matemdticas que sean presentaciones aisladas de distintas maneras para resolver un problema particular,
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la meta es contar con representaciones de los estudiantes construidas con base en las anteriores, a fin de
desarrollar sélidas ideas matemadticas.

Retomando la clase del profesor Canales, supongamos que la secuencia de las presentaciones de los
estudiantes hubiera sido: Martin, José, Juanita y Jaime, como se analiz6 arriba. Los estudiantes quizd hu-
biesen podido comparar las respuestas de José y Juanita para identificar en qué lugar se aprecia la razén
unitaria de ella (2.5 hojas por cada oruga) en la tabla de él, que es el factor por el que se debe multiplicar
la cantidad de orugas a fin de obtener el total de hojas. Los estudiantes podrian haber podido también
comparar la explicacién de Jaime con el trabajo de Martin y José a fin de observar si el factor de escala 6
puede apreciarse tanto en la tabla como en los dibujos.

Es importante observar que las cinco pricticas se construyen con base en las otras. El monitoreo re-
sulta menos atemorizante si el docente tiene tiempo de anticipar las formas en que los estudiantes pudie-
sen resolver la tarea. Si bien un docente no puede tener el 100% de certeza sobre cémo responderan los
estudiantes un problema antes de la leccidn, se pueden anticipar muchas soluciones y por consiguiente
éstas se reconocerdn con facilidad durante el monitoreo. Un profesor que ya haya pensado en las cues-
tiones matemdticas representadas por tales soluciones, puede concentrarse en dar sentido matemdtico a
aquellas soluciones que no se anticiparon. Las practicas de seleccionar, secuenciar y conectar se funda-
mentan a su vez en un monitoreo eficaz, el cual generard la materia prima para la discusién basada en

el pensamiento del estudiante, e incluso apuntard con firmeza hacia la meta matemdtica de la leccidn.

Conclusion

El objetivo de las cinco pricticas consiste en brindar a los docentes un mayor control en la pedagogia
centrada en el estudiante. Lo cual se lleva cabo permitiendo al maestro gestionar el contenido que se
analizard y la forma en que esto se efectuard. Mediante una cuidadosa planificacién, el grado de impro-
visacién que el docente requiera “en el preciso momento” se mantiene al minimo. En consecuencia, los
profesores quedan en libertad para escuchar y dar sentido a las estrategias que afloran y para planificar
a conciencia las conexiones entre los diferentes modos de resolver problemas. Todo lo anterior da como
resultado discusiones mds coherentes, y atin asf centradas en el estudiante.

En el siguiente capitulo exploramos un primer paso fundamental para la puesta en marcha de las
cinco précticas: el establecimiento de las metas de aprendizaje y la identificacién de las tareas propicias.
Si bien esta labor no constituye una de las cinco practicas, es el fundamento sobre las cuales éstas se
erigen. Acto seguido, en los capitulos 3, 4 y 5 analizamos a profundidad las cinco pricticas y ofrecemos
ejemplos adicionales que muestran cémo son éstas cuando se llevan a cabo y la manera en que pueden
propiciar discusiones mds productivas.
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establecimiento de las metas y seleccion de tareas

on el objeto de asegurar que una discusion sea productiva, los docentes deben tener claro cudles son
las metas de aprendizaje a cumplir en la leccién y seleccionar una tarea que ayude a los estudiantes a
lograrlas. En el presente capitulo, analizamos estos dos componentes de la planificacién para la en-
sefianza con el propésito de examinar el modo en que brindan una base critica para las discusiones eficaces.

Establecimiento de las metas para la ensenanza

Especificar las metas matemadticas de la leccidn constituye un punto de inicio critico para la planificacién y la
ensefianza de la materia. De hecho, varios docentes con los que hemos colaborado afirman que determinar
la meta matemdtica de la leccién deberia ser la “préctica 07, sugiriendo que esto constituye los cimientos sobre
los cuales se erigen las cinco practicas. Estamos de acuerdo en que el establecimiento de la meta para la leccién
es ciertamente una prictica previa, debe realizarse antes de ejecutar las cinco practicas. La clave consiste en
precisar una meta que identifique con claridad lo que los estudiantes han de conocer y comprender respecto de

las Matemdticas, como resultado de su involucramiento con una leccién particular.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 2.1

En la figura 2.1 se muestran tres enunciados de metas para una leccion sobre el teorema de Pitagoras. Reviselos y
tenga en cuenta las siguientes preguntas:

» ;En qué se parecen y en qué son diferentes los enunciados de las metas?

+ ;Qué tanto importan las diferencias en los enunciados de las metas?

Por ejemplo, considérese la leccién del teorema de Pitigoras para estudiantes de octavo afio'. Su meta podria

establecerse de formas distintas que reflejen diversos grados de generalidad, como se muestra en la tabla de la

' N.T. En el sistema escolar estadounidense el octavo afio corresponde a jévenes entre los 13 y 14 afios.

13
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figura 2.1. Las metas A y B senalan sencillamente lo que los estudiantes aprenderdn (meta A) y lo que ha-
rdn (meta B), aunque no ofrece ningtn indicio de la comprensién matemdtica que desarrollardn durante
la leccién. Es poco probable que la meta A o la B proporcionen orientacién al docente para seleccionar
actividades de aprendizaje que desarrollen en los estudiantes la comprensién de la base conceptual del

teorema o que guien y moldeen dicha comprension durante la leccién.

Meta A: Los estudiantes aprenderén el teorema de Pitagoras (¢ = @’ + b?).

Meta B: Los estudiantes seran capaces de utilizar el teorema de Pitagoras (€’ = @’ + b®) para resolver una serie de
problemas del tipo “valor faltante”.

Meta C: Los estudiantes reconoceran que el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo rec-
tangulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados trazados en los catetos y conjeturaran que ¢ = a” + b’.

Figura 2.1. Tres formulaciones distintas de metas para la leccion del teorema de Pitdgoras.

Por el contrario, la meta C establece de modo explicito la relacién matemdtica que es la esencia del
teorema pitagérico: “El drea del cuadrado trazado en la hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual
a la suma de las 4reas de los cuadrados construidos en los catetos”. La especificidad de esta meta ofrece
al docente un nitido objetivo de aprendizaje que puede orientar la seleccién de actividades y el empleo
de las cinco précticas analizadas en el capitulo 1. Hiebert y sus colegas (2007, p. 51) sostienen que este
nivel de especificidad es fundamental para una ensefanza eficaz:

Sin metas de aprendizaje explicitas, resulta dificil conocer lo que se considerarfa evidencia
de aprendizaje de los estudiantes, la forma en que dicho aprendizaje puede relacionarse
con actividades de aprendizaje particulares y cémo reexaminar la ensefianza con el objeto
de facilitar el aprendizaje de los estudiantes de un modo mds eficaz. La formulacién de
metas de aprendizaje claras y explicitas sienta las bases para todo lo demds.

Considérese ahora una vez més la leccién impartida por David Canales, analizada en la introduccién
y en el capitulo 1. Sin una meta clara sobre lo que los estudiantes deberian aprender en la leccién, no
fue posible destacar en la discusién alguna idea o relacién matemdtica clave. Esta falla plantea cuestio-
namientos relacionados con lo que los estudiantes aprendieron y a la forma como el profesor Canales
pudo evaluar su aprendizaje. Por el contrario, supéngase que la meta de la leccién hubiese sido que los
estudiantes reconocieran que la relacién entre las orugas y las hojas era multiplicativa y no aditiva; o sea
que se requiere aumentar las hojas y las orugas a una tasa constante (a cada 2 orugas le corresponden
cinco hojas; para cada oruga se tiene 2.5 hojas). Esta meta hubiera proporcionado un claro objetivo
para la discusién, lo cual hubiese ayudado al docente a decidir qué soluciones destacar y qué preguntas
plantear alrededor de éstas.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 2.2

Considere una leccién que haya ensefiado recientemente y en la que la meta de aprendizaje no estaba
explicita.

» Vuelva a escribir la meta de aprendizaje de manera que sea explicita la idea matematica que usted
quisiera que aprendieran sus estudiantes.

» ;Cémo influiria en la forma en que planificase o ensefara la lecciéon su formulacién de una meta
mas explicita?
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Tener claridad sobre las ideas matemdticas que serdn el objeto de aprendizaje puede ser desafiante.
Los docentes suelen concebir las lecciones en funcién de las actividades que solicitardn a sus estudiantes
llevar a cabo, mds que en lo que éstos llegardn a aprender y a entender de Matemdticas como resulta-
do de haberse involucrado en la leccién. Los libros de texto empleados en los cursos de diddctica de
las Matemiticas orientados a los practicantes” o profesores en formacién pueden ser recursos valiosos
que auxilien a los docentes para desarrollar las metas de aprendizaje enfatizando las ideas matemdti-
cas que se aprenderdn. Por ejemplo en el libro Elementary and Middle School Mathematics: Teaching
Developmentally (Van De Walle, Karp y Bay-Williams, 2010), los autores identifican un conjunto de
grandes ideas para el contenido de cada capitulo, explican cémo se desarrolla la comprensién de és-
tas y proponen tareas que puedan ayudar a los estudiantes a desarrollar su comprensién. Ademds, las
ediciones dirigidas a los maestros de algunos libros de texto para los niveles de preescolar a secundaria
(K-12) ofrecen un apoyo similar. Por ejemplo, en la obra Connected Mathematics (Lappan et al, 2010),
los autores brindan una lista de las grandes ideas de cada unidad y enuncian con claridad la manera en

que cada investigacién contribuye al desarrollo de las ideas identificadas.

Seleccion de la tarea apropiada

Diferentes tareas ofrecen diversas oportunidades para el aprendizaje del estudiante. Las tareas en que
se pide a los estudiantes desempenar de modo habitual un procedimiento memorizado propician una
oportunidad para su pensamiento; las tareas que exigen un compromiso conceptual y que alientan
a los estudiantes a realizar conexiones les brindan otro tipo de oportunidades para su pensamiento.

Considérense dos versiones de una tarea, como se muestra en la figura 2.2.

Tarea A Tarea B
ELABORACION DE CONJETURAS. Completa la conje- Para los problemas 29 y 30 completa la conjetura con
tura con base en el patron que observas en los casos base en el patron que observas en los ejemplos. Luego
especificos. explica por qué la conjetura siempre es verdadera o da

. . . , un ejemplo en el cual no lo sea.
29. Conjetura: La suma de cualquier pareja de nime- Jemp

ros impares es 29. Conjetura: La suma de cualquier pareja de nime-

1+1=2 7+11=18 ros impares es

1+3=4 13+19=32 1T+1=2 7+11=18

3+5=8 201 + 305 =506 1+3=4 134+19=32

30. Conjetura: El producto de cualquier pareja de nu- 3+5=8 201 +305=506

meros impares es . 30. Conjetura: El producto de cualquier pareja de nu-

Tx1=1 7x11=77 meros impares es .

1x3=3 13 X 19 =247 1x1=1 7x11=77

3x5=15 201 x 305=61,305 1x3=3 13x19=247
3x5=15 201 x 305 =61,305

(Tomado de Larson, Boswell y Stiff, [2004, p. 71).

Figura 2.2. Dos versiones de la tarea de los nimeros impares.

> N.T. En inglés preservice teachers, lo cual equivale al concepto de practicante; es decir, una persona que est4 estu-
diando para ser maestro.
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Aunque las tareas A y B son muy parecidas a primera vista (ambas piden a los estudiantes que hagan
una conjetura sobre los niimeros impares con base en ejemplos empiricos), son muy distintas en térmi-
nos del nivel de pensamiento que exigen a los estudiantes. En la tarea A éstos sdlo requieren observar que
todas las respuestas son pares (para la adicién) e impares (en la multiplicacién), para después completar
la conjetura en la forma debida. La tarea no les exige que deduzcan por qué un modelo particular funcio-
na en la forma en que lo hace. Requiere un minimo de pensamiento y razonamiento. En consecuencia,
la tarea A podria considerarse de baja exigencia. En la tarea B se les pide a los estudiantes que expliquen
por qué resulta verdadera la conjetura. En otras palabras, necesitan justificar por qué es valida para el
conjunto de ejemplos. La tarea de explicar por qué una conjetura siempre es verdadera apremia a los
estudiantes a profundizar en las Matemdticas subyacentes en el modelo observado. Consecuentemente,
la tarea B puede considerarse de alto nivel ya que no hay una forma preestablecida de resolverla, lo cual
exige que los estudiantes reflexionen sobre lo que conocen acerca de los niimeros impares y la forma de
utilizar dicho conocimiento a fin de crear una explicacién razonable.

La Guia para el andlisis de tareas (Smith y Stein, 1998) [ Zask Analysis Guide], que se muestra en la
figura 2.3, ofrece una lista general de caracteristicas para las tareas matemadticas de bajo (columna iz-
quierda) y alto nivel (columna derecha), por lo que se puede emplear en el andlisis del potencial de las
tareas a fin de respaldar el razonamiento y el pensamiento de los estudiantes. La Guia pretende auxiliar
a los maestros en equiparar las tareas con sus objetivos concernientes al aprendizaje del estudiante.

Exigencias de bajo nivel Exigencias de alto nivel
Memorizacién Procedimientos con conexiones
« Implican reproducir o llevar a cabo hechos, reglas, - Centran la atencién del estudiante en el empleo de
férmulas o definiciones ya aprendidos. procedimientos, con el fin de desarrollar niveles mas

profundos de comprension respecto de las ideas y
conceptos matematicos.

» No pueden resolverse mediante procedimientos de-
bido a que éstos no existen o porque el tiempo asig-
nado para resolver la tarea es muy breve para utilizar Sugieren de modo explicito o implicito los caminos
un procedimiento. a seguir, mismos que son vagos procedimientos ge-

nerales que se vinculan estrechamente con las ideas

conceptuales subyacentes, a diferencia de los rigidos
algoritmos que son opacos respecto de los concep-
tos implicitos.

No son ambiguas. Este tipo de tareas implica una
reproduccién exacta del material previamente visto,
y lo que habra de reproducirse se establece de ma-
nera clara y directa.

Suelen representarse de multiples formas, como dia-
gramas visuales, materiales manipulables, simbolos
y situaciones problematicas. Hacer conexiones entre
las diversas representaciones ayuda a elaborar el
significado.

No tienen vinculaciéon con los conceptos o con el
significado que subyacen en los hechos, reglas, for-
mulas o definiciones que se estan aprendiendo o
reproduciendo.

Exigen cierto grado de esfuerzo cognitivo. Aunque
puedan seguirse procedimientos generales, esto no
se hace irreflexivamente. Los estudiantes han de in-
volucrarse con las ideas conceptuales que subyacen
en los procedimientos a fin de completar la tarea con
éxito, lo cual desarrolla la comprension.
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Exigencias de bajo nivel

Exigencias de alto nivel

Procedimientos sin conexiones

« Son algoritmicas. Utiliza el procedimiento que se
menciona especificamente o que resulta evidente
de anteriores instrucciones, experiencias o ubica-
cion de la tarea.

- Exigen una demanda cognitiva limitada para su exi-
tosa realizaciéon. Hay poca ambigliedad sobre lo que
se necesita hacer y sobre como llevarlo a cabo.

«+ No tienen conexion con los conceptos o significados
que subyacen en el procedimiento que se usara.

« Se centran en producir respuestas correctas en vez
de desarrollar la comprension matemética.

« No requieren explicaciones o éstas sélo se centran

Construccion de las Matematicas

+ Requiere pensamiento no algoritmico y complejo:
la tarea, sus instrucciones o un ejemplo resuelto no
sugieren explicitamente caminos o enfoques prede-
cibles o estudiados.

Exige que los estudiantes exploren y comprendan la
naturaleza de los conceptos, procesos o relaciones
matematicas.

Requiere un automonitoreo o una autorregulacién
de los propios procesos cognitivos.

Conmina a que los estudiantes tengan acceso a co-
nocimientos y experiencias relevantes y que hagan
un uso apropiado de éstos al estar trabajando en la

en la descripcion del procedimiento utilizado. tarea.

Requiere que los estudiantes analicen la tarea y que
examinen activamente las restricciones de ésta
que quiza limiten las posibles estrategias de solu-
ciény las soluciones mismas.

Demanda un esfuerzo cognitivo considerable y quiza
conlleve un nivel de ansiedad para el estudiante, de-
bido a la naturaleza impredecible del proceso de so-
lucién requerido.

Nota: Estas caracteristicas de las tareas matemadticas de ensenanza se derivan de los trabajos de Doyle (1988) sobre las ta-
reas académicas y de Resnick (1987) sobre habilidades de pensamiento de alto nivel, asi como del examen y la categoriza-
cién de cientos de tareas utilizadas en las aulas QUASAR (Stein, Grover y Henningsen, 1996; Stein, Lane y Silver, 1996).

Figura 2.3. Guia para el andlisis de tareas (tomada de Smith y Stein, [1998]).

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 2.3

Utilice la Guia de andlisis de tareas para examinar las que usted ha propuesto en alguna de sus clases du-
rante las Ultimas semanas.

+ ¢(En qué medida brindé oportunidades a sus estudiantes de involucrarse con tareas de alto nivel?

- ¢Puede identificar en sus libros de texto las tareas que brindarian oportunidades adicionales a los
estudiantes para pensar y razonar (los procesos que estan en la columna derecha de la Guia de
andlisis de tareas)?

Resulta fundamental que la tarea seleccionada por un docente esté en concordancia con las metas de
la leccién. Considérense las metas y las tareas correspondientes de la figura 2.4. Si, por ejemplo, la meta
de la leccién consiste en que los estudiantes utilicen el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de
a, b o ¢ (meta B de la figura 2.4), entonces un conjunto de ¢jercicios procedimentales (columna derecha
de la tabla), mediante los cuales los estudiantes calculen los valores faltantes 4, 4 o ¢, sustituyendo los
valores dados en la férmula, tiene el potencial de alcanzar la meta. Empero, si la meta para los estudian-
tes es que reconozean que el drea del cuadrado trazado sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es
igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos en los catetos y conjeturen que ¢ = #° + & (meta C

de la figura 2.4), entonces se necesitarfa una tarea distinta.
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Meta Tarea
B: Los estudiantes serdn ca- | TareaB
paces de utilizar el teorema Véase Utiliza el teorema de Pitdgoras para calcular las medidas faltantes.
i 5. 6. 7.
de Pitégoras (¢’ = a* + b?) el ejemplo 1. 18m 30cm
para calculara, boc. 24m 25dm b B
34cm
C
20dm
Véase 8. Jaime recorre 15 km hacia el oeste en su

el ejemplo 2. bicicleta. Después gira hacia el norte otros
15 km y se detiene para descansar. ;Qué
tan lejos esta Jaime de su punto de partida,
al momento de detenerse para descansar?
Redondea tu resultado al décimo mas
cercano.

(Tomado de Bennett et al., [2007, p. 558])
C: Los estudiantes reconoce- | Tarea C

—15km —

rén que el drea del cuadrado A. Copia la tabla de abajo. Para cada renglén de la tabla:
trazado sobre la hipotenusa « Traza en una hoja cuadriculada un triangulo rectdngulo con las longitudes de
de un tridngulo rectangulo es los catetos dados.
igual a la suma de las areas de « Traza un cuadrado en cada lado del triangulo.
los cuadrados construidos en « Calcula las dreas de los cuadrados y registra los resultados en la tabla.
los catetos y conjeturaran que ] ] Area del
C=d+b Area del Area del cuadrado
: Longitud Longitud cuadrado cuadrado dela
delcateto 1 | delcateto2 | delcateto1 | delcateto 2 hipot
(unidades) | (unidades) | (unidad (unidad |po_dendusa
cuadradas) | cuadradas) (unidades
cuadradas)
1 1 1 1 2
1 2
2 2
1 3
2 3
3 3
3 4

B. Recuerda que una conjetura es tu mejor suposicion respecto de una relacion
matematica. Suele ser una generalizacién de un modelo que crees que puede ser
vélido, pero que atin no tienes la seguridad de que sea verdadera.

Para cada triangulo, busca una relacién de las dreas de los tres cuadrados. Haz
una conjetura sobre las dreas de los cuadrados dibujados en los catetos de cual-
quier triangulo rectangulo.

C. Traza un tridangulo rectangulo cuya longitud de sus catetos difieran de los dados
en la tabla. Utiliza ese tridngulo para probar tu conjetura del punto B.

(Tomado de Lappan et al. [2010, p. 32])

Figura 2.4. Tareas que se compaginan con las metas de aprendizaje.

La tarea B es del tipo procedimientos sin conexiones (véase el cuadrante inferior izquierdo de la Guia
para el andlisis de tareas, en la figura 2.3), que requiere la aplicacién de un procedimiento conocido.
Resulta importante observar que si bien la pregunta 8 de la tarea B es un problema enunciado con pa-
labras (a menudo considerada de alto nivel debido a que esos tipos de problemas son dificiles para los
estudiantes), el dibujo que se proporciona y la referencia a un ejemplo convierten a esta tarea en algo no
mds complejo que un ejercicio procedimental.

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 18 @ 7/27/16 6:30 AM



®

Preparacion para las cinco practicas: establecimiento de las metas y seleccion de tareas 19

Por el contrario, la meta C requiere una tarea que ofrece a los estudiantes la oportunidad de explorar
la relacién entre los cuadrados trazados en los catetos de un tridngulo rectdngulo. La tarea C de la figura
2.4 brinda esa oportunidad. Al dibujar los tridngulos rectdngulos con sus catetos de diferentes medidas,
trazar cuadrados en sus lados y calcular y registrar las dreas, los estudiantes pueden buscar patrones en los
datos que han recopilado y formular una conjetura sobre la relacién entre las 4reas de los cuadrados que
han construido. La tarea C quizd se considere del tipo procedimientos con conexiones (véase el cuadrante
superior derecho de la Guia para el andlisis de tareas en la figura 2.3), en vista de que se les muestra a los
estudiantes un procedimiento general para resolver el problema (dibujar tridngulos rectdngulos, trazar
cuadrados en los lados del tridngulo, calcular su 4rea, registrar los datos en la tabla), pero ellos deben
analizar los datos de la tabla y determinar la relacidn entre las dreas de los cuadrados. Mediante este
proceso, los estudiantes se ubican en una posicién que les permite ver la conexién entre la férmula y el
significado subyacente.

Otra consideracién importante, al seleccionar una tarea, es en qué medida ésta permite la participa-
cién de estudiantes que cuentan con un acervo de conocimientos y experiencia previos. Esto resulta un
factor crucial para asegurar la equidad en el aula. Por ejemplo, si una tarea implica que los estudiantes
tengan que hacer o explorar algo (ejemplo, la tarea C de la figura 2.4), aquellos que cuenten con los
recursos apropiados (por ejemplo, papel cuadriculado o geoplanos) podrdn tener un punto de apoyo
que los conduzca hacia la solucién, lo cual podria servir como un punto de inicio para la conversa-
cién. Empero, si en una tarea se le pide al estudiante resolver un conjunto de ejercicios que requie-
ren la aplicacién de una regla particular (por ejemplo, la tarea B de la figura 2.4) y éste la desconoce
(digamos ¢* = &* + &%), entonces no le queda otro recurso (no puede hacer otra cosa) mds que solicitar

ayuda del profesor o simplemente desentenderse por completo de la actividad.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 2.4

La figura 2.5 muestra la tarea “Embaldosado de un patio” Vea cuantas expresiones matematicas distintas,
pero equivalentes, puede encontrar en la parte d.

La equidad también puede lograrse cuando a los estudiantes se les asignan tareas que pueden resol-
verse o representarse de distintas formas. Por ejemplo, la figura 2.5 muestra la tarea “Embaldosado de
un patio”, que podria clasificarse como una del tipo construccion de las Matemadticas (véase el cuadrante
inferior derecho de la Guia para el andlisis de tareas, en la figura 2.3). Los estudiantes pueden trabajar en
esta tarea de distintas maneras, por ejemplo, disefiando otros patios con azulejos de dos colores, trazando
algunos mds en papel cuadriculado y contando el niimero de azulejos que lo rodean, asi como elabo-
rando una tabla donde se consigne el niimero de patio y su correspondiente cantidad de azulejos, con el
objeto de dilucidar patrones, o sélo atendiendo el modelo recursivo “+2”. Por consiguiente, es probable
que todos los estudiantes puedan participar en la tarea (es decir, llevar a cabo algo matemdtico). Como
lo notaron Smith, Hillen y Catania (2007, p. 40), compenetrarse con una tarea representa el punto de
partida para el trabajo del maestro:

Una vez que un estudiante logre una posicién firme en la resolucién de la tarea, el
docente entonces estard en la situacién tanto de plantear preguntas para evaluar lo que
aquél estd comprendiendo respecto de las relaciones en la tarea, como de impelerlo a
ir mds alld del punto de partida.
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Embaldosado de un patio

Alfredo Gémez estd disefiando patios; cada uno tiene un jardin en el drea central que Alfredo representa con cuadritos
negros; alrededor de cada jardin dispone cuadritos blancos que representan los azulejos que lo rodean. Los dibujos de
abajo muestran tres patios pequenos y sus diferentes disenos.

] H BHaan B

Patio 1 Patio 2 Patio 3

Traza los patios 4y 5. ;Cuantos cuadritos blancos tendra el patio 4?, jcuantos el 5?

Concibe algunas ideas sobre los patios que puedan ayudarte a describir patios mas grandes.

Describe un método para calcular el nimero total de azulejos blancos necesarios para el patio 50 (sin dibujarlo).
Escribe una expresién matematica que pueda utilizarse para calcular el nimero de azulejos blancos requeridos para
cualquier patio. Explica la manera en que tu regla se relaciona con las representaciones visuales de los patios.

e. Escribe una regla distinta que pueda emplearse para determinar el nimero de azulejos blancos necesarios para cual-
quier patio. Explica cdmo tu regla se relaciona con las representaciones visuales de los patios.

QN o9

Figura 2.5. Tarea “Embaldosado de un patio” (adaptada de Cuevas y Yeatts [2005, pp. 18-22]).

Ahora, si la tarea s6lo exigiera a los estudiantes escribir una expresién matemadtica (parte & de la figura
2.5), los que tuviesen problemas para utilizar notacién simbélica se empantanarian y el docente tendria
pocos elementos para saber lo que ellos pueden lograr y qué es lo que obstaculiza su comprensién. En
vista de que la tarea apoya el trabajo de los estudiantes mediante el dibujo de patios con pocos azulejos,
a fin de que hagan observaciones sobre éstos, y de que calculen el ntimero de azulejos del borde para un
patio tan grande que no pueda trazarse o construirse, los estudiantes pueden concentrarse en la descrip-
cién de la relacion entre el nimero de azulejos exteriores y el que le corresponde al patio, antes de hacer
la representacién simbdlica del modelo. En consecuencia, ellos pueden demostrar que son capaces de
identificar y describir las relaciones mediante palabras, lo cual representa un primer paso esencial en el

proceso de escribir una regla con simbolos.

Conclusion

A fin de lograr una discusién matemdtica productiva, los docentes primero deben establecer una meta
clara y especifica concerniente a los aspectos matemdticos que los estudiantes han de aprender y, acto
seguido, seleccionar una tarea matemadtica de alto nivel (es decir, aquella que satisfaga los criterios espe-
cificados en la columna derecha de la Guia para el andlisis de tareas de la figura 2.3). Esto no quiere decir
que todas las tareas seleccionadas y utilizadas en el aula deban ser de alto nivel, sino mds bien que es
dificil que se den discusiones productivas que resalten ideas matemdticas clave, si la tarea en la cual los
estudiantes estdn trabajando exige un limitado pensamiento y razonamiento.

En el siguiente capitulo analizaremos un episodio de ensefianza en el que una maestra de octavo
grado utiliza la tarea del embaldosado de patios como base para una leccién sobre funciones lineales. A
través de esta exploracién, consideraremos la concordancia de las metas que la docente establece como
aprendizaje del estudiante con la tarea seleccionada y determinaremos el grado en que se valié de las

cinco pricticas para facilitar las oportunidades de aprendizaje durante la leccién.
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Investigacion de las cinco practicas
en accion

n el capitulo 1 presentamos las cinco précticas para orquestar una discusién productiva y conside-
ramos cdmo hubiese sido la clase de David Canales si se hubiera comprometido con estas précticas
y cémo la utilizacién de las mismas por anticipado y durante la leccion hubiera tenido un impacto
en las oportunidades de aprendizaje matemadtico de los estudiantes. En este capitulo analizamos la ensefianza de
Dulce Dominguez, una docente de octavo grado que durante varios afios ha tratado de mejorar la calidad

de las discusiones en su aula.

Las cinco practicas en el caso de Dulce Dominguez

El ejemplo que sigue (Embaldosado de un patio: el caso de Dulce Dominguez), ofrece una oportunidad para
sopesar en qué medida, al parecer, la docente se ha involucrado en alguna o en todas las practicas antes o
durante la leccién presentada, asi como las formas en que el uso de las mismas pudo haber contribuido a las
oportunidades de aprendizaje de los estudiantes. (Este caso, escrito por Smith, Hillen y Catania [2007], se basa

en la observacién de una clase del tercer autor).

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 3.1

Lea el ejemplo “Embaldosado de un patio: el caso de Dulce Dominguez” e identifique los momentos de
la leccion en los que la profesora Dominguez aparece comprometida con las cinco practicas. Utilice los
numeros de lineas para ayudarse a dar seguimiento de las partes en las que crea que la profesora haya
utilizado cada practica.

Embaldosado de un patio: el caso de Dulce Dominguez

A principios del afio escolar, la docente estaba trabajando en una unidad sobre funciones con sus
estudiantes de octavo grado y decidié involucrarlos en la resolucién de la tarea “Embaldosado de un
patio” (mostrada antes en la figura 2.3, pero que se ofrece de nuevo como la figura 3.1 para comodi-

21

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 21 @ 7/27/16 6:30 AM



®

22 5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matematicas

dad del lector). Como resultado de esta leccidn, ella queria que sus estudiantes entendiesen
5 tres ideas matemdticas: (1) que las funciones lineales crecen a una razén constante, (2) que

existen distintas formas, aunque equivalentes, de escribir una expresién algebraica explicita

que define la relacién entre dos variables y (3) que la razén de cambio de una funcién lineal

puede expresarse mediante formas de representacion diversas, como: la diferencia sucesiva

en una tabla de valores (x,9), en la que los valores de x se incrementen en una unidad; como
10 el valor 7 en la ecuacién y = mx + b, y como la pendiente en la grfica de la funcién.

Embaldosado de un patio

Alfredo Gémez estd disefiando patios; cada uno tiene un jardin en el area central que Alfredo representa con cuadritos
negros; alrededor de cada jardin dispone cuadritos blancos que representan los azulejos que lo rodean. Los dibujos de
abajo muestran tres patios pequefos y sus diferentes disefos.

] H BHeael B

Patio 1 Patio 2 Patio 3

Traza los patios 4y 5. ;Cuantos cuadritos blancos tendra el patio 4?, ;cuantos el 5?

Concibe algunas ideas sobre los patios que puedan ayudarte a describir patios mas grandes.

Describe un método para calcular el nimero total de azulejos blancos necesarios para el patio 50 (sin dibujarlo).
Escribe una expresién matematica que pueda utilizarse para calcular el nimero de azulejos blancos requeridos para
cualquier patio. Explica la manera en que tu regla se relaciona con las representaciones visuales de los patios.

e. Escribe una regla distinta que pueda emplearse para determinar el nimero de azulejos blancos necesarios para cual-
quier patio. Explica cdmo tu regla se relaciona con las representaciones visuales de los patios.

an oo

Figura 3.1. Tarea “Embaldosado de un patio” (adaptada de Cuevas y Yeatts [2005, pp. 18-22]).

Ademis del hecho de que la tarea ofrecia un contexto para explorar las ideas matemdticas
que la profesora Dominguez habia considerado como los objetivos, aquella tenfa un aspecto
que encontrd particularmente atractivo: todos los estudiantes, sin importar sus conoci-
mientos o experiencias previos, podrian abordar la tarea. Cada uno de ellos serfa capaz de

15 construir o trazar los dos patios siguientes (parte ) y hacer algunas observaciones sobre los
mismos (parte b). Aunque determinar el nimero de azulejos blancos (los bordes) del patio
50 (parte ¢) representaria un reto mayor, los estudiantes podrian elaborar una tabla y buscar
patrones numéricos o “ver” una de las muchas relaciones entre los azulejos blancos y negros
en el diagrama mismo.

20 La profesora Dominguez comenzé la leccién pidiendo que un estudiante leyera en voz
alta la tarea y asegurdndose de que todos comprendiesen lo que se estaba pidiendo en el
problema. Les indic6 que dispondrian de 5 minutos para una “reflexién personal” y para em-
pezar a trabajar en el problema de manera individual; asimismo, les recordé que se valieran
de cualesquiera materiales (azulejos, papel cuadriculado, colores, calculadoras) que estaban

25 en sus mesas. Después podrian compartir sus ideas respecto de la tarea con otros miembros
de su grupo y trabajar conjuntamente para obtener la solucién.
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Conforme trabajaban en la tarea, primero por su propia cuenta y luego en colaboracién
con sus companeros, la profesora Dominguez caminaba alrededor de los grupos, tomando
nota de los distintos enfoques que estaban utilizando, planteando preguntas aclaratorias y
apremidndolos a que pensaran “cémo serfan” los patios mds grandes y c6mo los imaginarfan,
sin dibujarlos o construirlos. Observé que si bien todos los grupos pudieron responder las
partes a2y b, a unos pocos estudiantes, como Jaime, les costaba trabajo describir el patio 50 y
otros mds estaban teniendo dificultades para expresar con simbolos las expresiones matemd-
ticas de la parte 4. Gracias a las preguntas que les planteé a los estudiantes durante el trabajo
en pequenos grupos, habfan progresado un poco, por lo que decidié que siguiesen trabajan-
do en las descripciones verbales y las convirtieran en reglas expresadas simbélicamente a
fin de que las pudieran plantear en la discusién grupal.

Después de dejarlos trabajar durante 15 minutos en pequefios grupos, la profesora
Dominguez decidié que le pedirfa primero a Berenice presentar la estrategia de su equipo para
la parte 4. Varios grupos utilizaron el mismo enfoque, pero habfan pasado varios dfas desde que
Berenice contribuy6 a la discusién grupal de manera decisiva, asi que la profesora Dominguez
deseaba que esta timida alumna tuviera la oportunidad de demostrar sus habilidades. Cuando
Berenice se dirigfa al proyector que estd al frente del salén, la profesora Dominguez le dio unos
plumones de distintos colores y uno de los acetatos’ que la docente habia preparado antes, en el
cual se mostraban los tres primeros patios. De esta manera, Berenice podria explicar ficilmente
lo que hizo y el modo en que se relacionaba con el dibujo, sin tener necesidad de trazar todos
los patios. Se entabl§ el siguiente didlogo entre Berenice y la maestra Dominguez:

Berenice: Multiplicas por 2 y sumas 6.
Profesora Dominguez: ; Qué multiplicas por 22
Berenice: Los azulejos negros.

Profesora Dominguez: Escribelo en alguna parte. Multiplicas los azulejos negros por 2 y
luego sumas 6. ;Puedes ejemplificarlo en el diagrama?, ;dénde se
aprecia eso en el dibujo? ;Dénde se ve eso, la multiplicaciéon por 2?
Puedes escribir sobre el acetato.

Berenice: [Demuestra su método en el dibujo del patio 1] Aqui estd uno, asi que
un azulejo multiplicado por 2 es igual a 2, mds 6, es igual a 8, asi
que hay 8 azulejos.

Profesora Dominguez: Muy bien, sumaste 6. ;De dénde obtienes que la constante es igual a 62
Berenice: Hay 3 de cada lado.
Profesora Dominguez: Enciérralos en un circulo.

Berenice: [Dibuja los circulos alrededor de los azulejos, en cada lado del patio 1,
como se muestra en la figura 3.24].

Profesora Dominguez: Uno y dos, ;dénde estd el dos? Los dos 1, ;dénde estdn?

Berenice: Aquiy alld [serala el azulejo de en medio de los tres azulejos de arriba

y de los tres de abajo correspondientes al patio 1, como se muestra en la

figura 3.26).

3 . .z . .
En algunos paises este material se conoce también como mica o transparencia.
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a. "Mas 6" en el enfoque de Berenice.

b.”2 veces el nimero de azulejos negros” en el enfoque de Berenice.

Figura 3.2. El enfoque de Berenice para el patio 1.

Después de la presentacion de Berenice, la docente conmind a los estudiantes a expresar
simbélicamente el modo de percibir el patrén de Berenice como & = 27 + 6, donde & repre-
senta el nimero de azulejos blancos y 7 el de azulejos negros. Simén comenté que el nimero

70 de estos ultimos es igual al nimero del patio, por consiguiente no importaba si utilizaran
n (para los azulejos negros) o p (para el niimero de patio). La docente le pidi6 a Simén que
escribiese la generalizaciéon para el nimero de azulejos en la hoja de rotafolio® que estaba
colgando sobre el pizarrén, de manera que todos pudiesen estar enterados de las distintas
maneras de obtener el nimero total de azulejos blancos de cualquier patio.

75 La profesora Dominguez después pidié a sus estudiantes que propusieran un segundo
método. Algunos voluntarios presentaron su trabajo y luego de una rédpida verificacién de
las notas que elaboré cuando monitoreaba el trabajo que se hacia en pequefios grupos, la do-
cente selecciond a Fitima como la siguiente. En un nuevo acetato, explicé su enfoque para el
caso del patio 1 [que se muestra en la figura 3.3]: “Me fijé en el nimero de azulejos negros y

80 le sumé dos [véase el paso 1 de la figura 3.3]. Haces dos veces lo mismo para tener los de arri-
bay abajo [véase el paso 2 de la figura 3.3]. Luego sumé 2” [véase el paso 3 de la figura 3.3.]”

>\ 2."Haces dos veces lo mismo para

tener los de arriba y abajo”.

_—

1.”Me fijé en el nUmero
de azulejos negros y le sumé dos".
3.“Luego sumé 2",

Figura 3.3. Explicacién de Fatima sobre su enfoque para el patio 1.

4 . ., ‘
Este material también se conoce como papeldgrafo en algunos paises.
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Cuando Fitima terminé su explicacidn, la profesora Dominguez comentd: “Muy bien,
pero no creo que todos hayan entendido eso. ;Alguien tiene una pregunta para Fitima?”
Pedro fue el primero en levantar la mano y la profesora Dominguez animé a Fitima a que
le respondiera. Pedro preguntd: “;Cémo se te ocurrié la dltima suma de 2?” Ella aclaré:
“Por estos dos de aqui [senalando los azulejos blancos a la izquierda y a la derecha del azu-
lejo negro en el patio 1], porque son los dos azulejos restantes que todavia no se habian
sumado”.

A continuacién, la maestra Dominguez preguntd a la clase en su conjunto cdmo se podria
escribir una ecuacién para el enfoque de Fitima. Daniel contesté voluntariamente que su
equipo habia abordado el problema de la misma forma que Fitima y que habfan llegado a
la ecuacién &= 2(n + 2) + 2. Atendiendo la peticién de la docente, Daniel se dirigié al frente
del salén para explicar, mediante el dibujo del patio 3, por qué dicha ecuacién funcionaba.
Aclaré: “El niimero de azulejos negros (o el ntimero del patio) més 2, siempre te dardn las
hileras de arriba y de abajo y ademds siempre tendrds un azulejo a cada lado, lo cual te hace
sumar 2.” La profesora Dominguez le pidié a Daniel que afadiera la ecuacién en la lista del
rotafolio.

La docente le pregunté después a Demetrio si querfa compartir su enfoque. El tiempo
se agotaba y ella querfa asegurarse de que el enfoque de este estudiante se conociera por
todos, porque se centrd en calcular el 4rea total de la regién rectangular (el patio més el
jardin) para después restar el drea del jardin y porque resultaba distinto de los otros enfo-
ques y tenfa el potencial de convertirse en una estrategia ttil para la resolucién de proble-
mas que los estudiantes afrontarfan a futuro. La maestra entablé con Demetrio el siguiente
didlogo:

Demetrio: Bueno, como Daniel estaba diciendo, siempre habrd dos azulejos

mis abajo [en la fila].

Profesora Dominguez: Dibtjalo [le da a Demetrio un acetato].

Demetrio: [Dibuja y explica) Siempre se tendrdn dos azulejos mds aqui abajo
[paso 1 de la figura 3.4] que los que haya aqui. Asi supe que habria
52 azulejos abajo, en el patio 50, porque hay 50 azulejos negros.
Y luego multipliqué 52 por 3, estos tres [seialdndolos], porque
siempre habrd 3 al lado [paso 2 de la figura 3.4], sin importar qué
patio sea, por lo que tuve 156. Lo que te da el 4rea; luego se restan
los azulejos negros [paso 3 de la figura 3.4], asi que se restan 50 y
te da 106.

Profesora Dominguez: {Vayal, eso fue muy creativo. Calculé todos los azulejos de la figura
y luego rest el 4rea de en medio. jBien!, me gusta.

2."Siempre habra 3 al i —————— 3."Luego se restan
lado”. los azulejos negros”.

1.”Siempre se tendran dos azulejos mas
aqui abajo”.

Figura 3.4. Explicacion de Demetrio sobre su enfoque para el patio 2.

Libro Cinco practicas-capitulos-curv.indd 25 @

7/27116 6:30 AM



®

5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matematicas

120

125

130

135

140

145

Después la docente pregunté cémo podria escribirse la regla de Demetrio mediante sim-
bolos. Fernanda dijo que podria ser & = 3(z + 2) — n. El rostro de Jaime expresaba sorpre-
sa, asi que la profesora Dominguez le dijo si tenfa alguna pregunta para Fernanda. Jaime
preguntd: “;Por qué multiplicaste por 3? Todos los demds multiplicaron por 2”. Fernanda
respondié: “Demetrio estd utilizando las 3 hileras del patio, asi que tiene tres hileras de
2+ 2, no dos como Fétima. Pero luego tienes que restar el drea negra, porque no forma parte
del patio”. Jaime comenté: “Asi que multiplicas por 3 y restas, pero Fitima multiplica por 2
y suma. Ya entend{”.

La profesora Dominguez deseaba enfticamente que los estudiantes consideraran la tabla
que Tere habia hecho cuando comenzd el problema. Pensé que esta representacién, que
inclufa los primeros 10 patios, ayudaria a que los estudiantes se percatasen que el nimero
de azulejos blancos se incrementaba en 2, mientras que el nimero de patios aumentaba 1
(es decir, que la razén de cambio era 2), una idea que hasta el momento no habia surgido
de ninguna de las representaciones. Asi que la maestra pensé en pedir a los estudiantes que
mostraran en dénde se veia este “+2” en el dibujo y en la ecuacién. Queria asegurarse de
que se diesen cuenta de la conexién entre el dibujo, la tabla y la ecuacién. Ademds queria que
predijeran cémo serfa la gréfica y la razén de esto; y a final de cuentas la trazaran. Pero estaba
consciente de que todo este trabajo no podria hacerse en los 5 minutos restantes de la clase.
En vez de eso, decidié que la clase del dia siguiente comenzase con un andlisis de la tabla y de

la gréfica.

La profesora Dominguez decidié emplear el escaso tiempo restante para retomar la lista
de ecuaciones que los estudiantes habian generado durante la discusién, a la cual Fernanda
afiadié la dltima ecuacién. Dirigié la atencién de los estudiantes a la lista que estaba colgan-
do en frente del aula [mostrada en la figura 3.5] e hizo la siguiente observacién: “Obtuvimos
tres distintas formas de encontrar el total de azulejos blanco de cualquier patio. ;Son todas
correctas?” Luego pidié a sus estudiantes que aprovecharan los pocos minutos restantes en
discutir esta cuestién al interior de sus equipos. La tarea para hacer en casa consistié en dar
una respuesta por escrito a esta pregunta y justificar su conclusién.

b=2n+6 (Berenice y el grupo)
b=2(n+2)+2 (Fatima y Daniel)
b=3(n+2)-n (Demetrio y Fernanda)

En cada ecuacion n es el nimero de azulejos negros (o se puede utilizar p para denotar el nu-
mero de patio) y b es el nimero de azulejos blancos en el patio.

Figura 3.5. Lista de expresiones matematicas para determinar el nUmero de azulejos
blancos de cualquier patio.

Analisis del caso de Dulce Dominguez

Aunque podriamos identificar muchos aspectos de la labor de ensenanza de la profesora Dominguez

en el aula que quizd contribuyeron a que sus estudiantes tuvieran oportunidades para aprender

Matemdticas, centraremos nuestra atencion de manera especifica al uso que hizo de las cinco practicas.
En capitulos subsiguientes analizaremos un conjunto mds amplio de acciones que, en combinacién con
las cinco précticas, ayudan al éxito de la leccién. Comenzamos teniendo en cuenta estas pricticas y si
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existe evidencia de que el docente se comprometié con alguna o con todas. Luego observamos cémo la
utilizacién de las précticas por parte de la profesora Dominguez quizd haya mejorado las oportunidades

de aprendizaje de sus estudiantes.

Evidencia de las cinco practicas

Como se sefialé en el capitulo 2, la definicién clara y precisa de las metas matemdticas de la leccién y
la seleccién de una tarea que se equipare con éstas constituyen el fundamento sobre el cual las cinco
précticas se erigen. Por consiguiente, la identificacién por parte de Dulce de las tres ideas matemdticas
que deseaba que sus estudiantes aprendieran (lineas 5-10) y su seleccién de la tarea que tenia el potencial
para lograr esas metas (figura 3.1 y lineas 11-14) le posibilité el uso del modelo de las cinco practicas de

una forma eficaz.

Anticipacion

En vista de que el ejemplo se enfoca sobre todo a lo que pasé durante un episodio de la clase, tenemos
un conocimiento limitado de la planificacién que la profesora Dominguez llevé a cabo antes de la lec-
cién y en qué medida anticipé algunas soluciones especificas de la tarea. No obstante, el hecho de que
ella queria que sus estudiantes supieran que la razén de cambio de una funcién lineal puede ponerse de
relieve mediante distintas formas de representacién sugiere que tuvo en mente la posibilidad de que la
tarea se resolviera utilizando una tabla, una ecuacién y una gréfica (lineas 7-10). Ademds, la decisién
de la profesora Dulce respecto de comenzar la clase posterior analizando la tabla y la grifica revela que
considerd estos enfoques, asi como su utilidad para completar la meta de la leccién. También podriamos
argumentar que la meta de Dulce de que sus estudiantes reconocieran que existen diferentes formas,
aunque equivalentes, para escribir una expresién matemdtica explicita que defina la relacién entre las
dos variables (lineas 5-7), sugiere que quizd haya tenido en mente diferentes reglas para relacionar los

azulejos blancos y negros antes de que siquiera ingresara al aula.

Monitoreo

La profesora Dominguez hizo una labor de monitoreo mientras los estudiantes trabajaban de manera in-
dividual y en pequenos grupos (lineas 27-37). A través de este monitoreo pudo determinar los enfoques
que algunos estudiantes en particular estaban utilizando (lineas 28-34), planted preguntas para ayudar a
que los estudiantes avanzaran en la tarea (lineas 34-35) e identific6 lo que les estaba causando problemas
(lineas 31-34). Su labor de monitoreo del trabajo de los estudiantes le proporciond la informacién que
necesitaba sobre el pensamiento matemdtico de ellos, con el objeto de modificar su clase a fin de satis-
facer las necesidades de sus estudiantes y de tomar decisiones respecto de las estrategias y soluciones en
las que deberia concentrarse durante la discusién. En particular, algunos estudiantes estaban teniendo
problemas para vincular las descripciones verbales con las reglas expresadas simbélicamente; en conse-

cuencia, la docente decidid trabajar en este asunto de la traduccién con todo el grupo (lineas 35-37).

Seleccion

Al consultar las notas que habia hecho durante el proceso de monitoreo (lineas 27-37) la maestra
Dominguez supo quiénes habian generado soluciones particulares. Proveida con esta informacién,
decidié que ciertos estudiantes en particular (Berenice, Fitima y Demetrio) presentaran sus enfo-

ques de la tarea, los cuales darfan como resultado distintas expresiones algebraicas y por consiguiente
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suministrarian a los estudiantes experiencias adicionales que les permitirfan transitar entre la notacién
verbal y la simbdlica. Ademds, resolvié que sus estudiantes tuvieran en cuenta la tabla que Tere elaboré
(lineas 126-137), a fin de que pudieran percatarse de que la tasa de cambio era +2 (es decir, que el ni-
mero de azulejos blancos se incrementaba en 2, mientras que el ndimero de patio aumentaba en 1). Esto
haria que resaltara la tasa de cambio constante, lo cual constitufa una de sus metas de aprendizaje para
la leccién (lineas 4-5).

Secuenciacion

La maestra Dominguez seleccioné a Berenice para que fuera la primera en presentar su trabajo, pues su
estrategia habfa sido utilizada por varios grupos y por tanto era probable que otros estudiantes del aula
pudieran relacionarse ficilmente con dicha estrategia (lineas 38-40). Ademds, queria que Berenice tu-
viese la oportunidad de participar pablica y activamente en la clase (Iineas 40-41), pues varios dias antes
ella ya habia contribuido. Al seleccionar a Berenice, la profesora Dominguez pudo hacer énfasis en una
estrategia comun y asegurarse de que estaba proporcionando a los estudiantes oportunidades equitativas
para demostrar su competencia.

Aunque pudiese parecer que la docente eligid, de entre varios voluntarios, a Fitima como la segunda
que presentaria su trabajo (lineas 78-79), el hecho de que la profesora Dominguez pidiera un segundo
método después de consultar sus notas y antes de seleccionarla (75-77) revela que la seleccién fue estra-
tégica: la profesora Dominguez estaba viendo quién entre los voluntarios habia generado la estrategia
que deseaba se presentase. La que presenté Fitima fue una segunda opcién razonable, en vista de que
era semejante a la primera respecto de que contaba sélo los azulejos blancos y utilizaba la idea de que se
contaban dos grupos de azulejos (Berenice conté dos grupos: uno del lado derecho y otro del izquierdo;
Fétima contd dos grupos: uno abajo y otro arriba).

La docente escogi6 a Demetrio como el tercero (linea 96) porque utilizé un enfoque que era diferente
de los otros que se habian visto hasta ese momento, ya que se centraba en determinar el drea de toda la
region rectangular y luego restar el drea de los azulejos negros, a fin de calcular la de los azulejos blancos.
Asi que la estrategia era distinta de las otras dos pues de inicio contaba todos los azulejos, tres grupos en
vez de dos y se valia de la sustraccion en vez de la adicién. Podriamos concluir que el grupo no utilizé
ampliamente esta estrategia, por lo que se presentaron otras estrategias para que validaran primero el
pensamiento de la mayoria de los estudiantes y dejarles abierto un enfoque alternativo para su conside-
racién. Ademds, al ofrecetles esta estrategia se les dio acceso a los estudiantes a un enfoque que podria
serles ttil para futuras tareas (lineas 102-103).

La decisién de Dulce de presentar tres soluciones, siendo todas descripciones verbales de la relaciéon
entre azulejos blancos y negros que se evidencid en el diagrama, parece razonable dado el hecho de que
los estudiantes tuvieron problemas para transitar de las descripciones verbales a las expresiones simbdli-
cas reglas explicitas. Con el trabajo de transicién de las palabras o descripciones verbales a los simbolos,
llevado en forma grupal, se proveyé a los estudiantes un apoyo adicional para representar cantidades en
forma abstracta, una habilidad que serd fundamental conforme progresen en su estudio de las funciones.

Ademis de las estrategias verbales o visuales descritas por Berenice, Fitima y Demetrio, la docente
también planificé que se analizara la tabla que habia hecho Tere. Dulce traté de utilizar la tabla para
destacar la tasa de cambio (la razén entre el incremento del niimero de patio y el aumento de los azulejos

blancos) y vincular esto con el diagrama y la ecuacién.
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Conexion

Gracias a las preguntas que la profesora Dominguez planted durante la discusién y las formas en las
que apremid a los estudiantes a que clarificaran lo que habfan llevado a cabo y a justificarlo, los ayudé
a vincular esto con las ideas matemdticas que eran el objeto de la leccién de la docente. De manera par-
ticular, la profesora Dulce sefialé que deseaba que sus estudiantes fueran capaces de reconocer que: (1) las
funciones lineales aumentan a una razén constante, (2) que existen distintas maneras, pero equivalentes,
de escribir una expresion simbélica explicita que defina la relacién entre dos variables y (3) que la tasa de
cambio de una funcidn lineal puede senalarse a través de diferentes formas de representacion.

Aunque los estudiantes tuvieron problemas para escribir por su propia cuenta expresiones simbdlicas
explicitas (meta 2), la profesora Dominguez los conminé a que tradujeran las descripciones verbales
dadas por Berenice, Fitima y Demetrio a reglas expresadas con simbolos después de cada presentacién
(lineas 67-69; 89-90; 118-120). Al utilizar como punto de partida las descripciones verbales de los estu-
diantes, apoyadas por los diagramas, la docente pudo ayudar a los estudiantes a lograr una de sus metas
de aprendizaje para la leccion.

Ademis, a lo largo de toda la leccién la profesora Dulce utilizé el trabajo hecho por los estudiantes
para subrayar las relaciones entre las distintas representaciones (meta 3). Durante cada una de éstas la
profesora Dominguez alentd a sus estudiantes a que vincularan la descripcién verbal con el diagrama a
través de la utilizacion de los dibujos de los patios que les proporciond, y a continuacién con las reglas
expresadas mediante simbolos, tal y como se describié antes.

A pesar de que la docente no hizo conexiones explicitas en la clase entre las soluciones de sus es-
tudiantes, su andlisis de la tabla de Tere al dia siguiente pondria al grupo en posicién de relacionar el
“+2” de la tabla (la diferencia sucesiva en el nimero de azulejos blancos para cada patio adicional) con
la descripcién verbal de Berenice y la ecuacién correspondiente, asi como con el patrén de crecimiento
para esta funcién (meta 1). Asimismo, la pregunta de Jaime a Fernanda (lineas 120-121) brindé una
oportunidad a los estudiantes para que vincularan los enfoques utilizados por Demetrio y Fitima. Por
tltimo, la tarea para hacer en casa que se dejé al final de la clase constituy6 un reto para los estudiantes
a fin de que reflexionaran por qué eran correctos tres enfoques diferentes, a pesar de que parecieran
muy distintos. Esta tarea podria dar pie para la nocién de que las tres ecuaciones son equivalentes a
b =2n + 6, que producen un resultado idéntico cuando se les da los mismos valores y que pueden rela-

cionarse visualmente con el diagrama de los patios.

Como relacionar las cinco practicas con las oportunidades
de aprendizaje

;La udlizacién de las précticas por parte de Dulce Dominguez contribuye al aprendizaje de sus estudian-
tes? Si bien carecemos de evidencia directa de lo que cada estudiante de su clase aprendi6, observamos
aun grupo de estudiantes que al parecer estdin comprometidos con el proceso de aprendizaje. A lo largo
del desarrollo de la leccidn, la docente involucré realmente a ocho distintos estudiantes. La profesora.
Dominguez indicé repetidamente las ideas centrales relacionadas con las metas de aprendizaje de las
lecciones (la expresién de reglas explicitas y la relacién de las representaciones), conforme guiaba a la
clase en la discusién profunda de tres distintas soluciones. La pregunta final, que dejé como tarea para
la casa (lineas 141-145), brindé a todos los estudiantes la oportunidad de dar sentido a lo que acontecié
durante la clase y que efectuaran conexiones que ofrecieran a la docente indicios de su pensamiento.
Aunque la idea de una tasa de cambio constante (meta 1) y la de que ésta se manifiesta de modo dife-
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rente a través de las representaciones (meta 3) no se sefalaron de manera explicita, el trabajo realizado
prepard a la docente y a sus estudiantes para explorar dichas ideas en lecciones subsecuentes.

Las cinco préicticas brindaron a la docente un enfoque sistemdtico para conjeturar lo que sus estu-
diantes podrian hacer con la tarea y c6mo podria utilizar el pensamiento de ellos para lograr las metas
que establecid. Si bien analizamos las pricticas en accién (lo que la profesora llevé a cabo durante la
leccién), afirmamos que para realizar lo que hizo durante la misma, debié pensar todo eso antes de que
la clase comenzara. En los siguientes capitulos exploraremos como involucrarse en una planificacion de

esta naturaleza.

Conclusion

Dulce Dominguez evité una sesién del estilo “mostrar y decir”, en la que las soluciones se presentan de
manera sucesiva, sin mucho ritmo o razdén, oscureciendo con frecuencia la idea central de la leccién. Al
considerar con meticulosidad la linea narrativa de su clase (lo que matemdticamente deseaba obtener y
la manera en la que distintas estrategias y representaciones le ayudarian a lograrlo), pudo cuestionar a sus
estudiantes con destreza y ubicarlos en una posicién que les permitiera alcanzar puntos clave. Asi que,
con su grupo siempre bajo su firme control, la docente pudo construir poco a poco el trabajo realizado
por sus estudiantes y guiarlos con esmero en una direccién matemdticamente firme.

En contraste, considérese el ejemplo de las hojas y las orugas analizado en la introduccién y en el
capitulo 1. Si bien los estudiantes de la clase del profesor Canales utilizaron una gama de enfoques in-
teresante, lo que se suponia que aprenderian a partir de la secuencia de presentaciones no resulté claro,
salvo que “el problema podia resolverse de muchas formas distintas”. Los estudiantes no recibieron de
esta experiencia un mensaje matemdticamente nitido.

Como observamos en el capitulo 1, las cinco practicas se construyen una sobre otra, trabajando de
modo concertado para apoyar la orquestacién de una discusién productiva. La informacién obtenida
gracias a la aplicacién de una prictica es la que permite al maestro ubicarse para que se pueda involucrar
en la siguiente prictica. Por ejemplo, uno no puede seleccionar qué soluciones se presentardn, si no es
consciente de lo que los estudiantes han producido (se necesita monitorear para poder llevar a cabo la
seleccién y secuenciacién); no se pueden hacer conexiones entre las estrategias y la meta de aprendizaje
matemdtico de la leccién, si primero no se seleccionan y se da una secuencia a las estrategias de modo
que ayuden a lograr el objetivo que uno se propone. En los dos siguientes capitulos exploramos las cinco

précticas con mayor profundidad, basdndonos en las descripciones del capitulo 1.
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Comienzo: anticipacion
de las respuestas de los estudiantes
y monitoreo de su trabajo

na vez que los docentes establecen su meta educativa e identifican una tarea apropiada en la que

los estudiantes trabajardn (como se analizé en el capitulo 2), estdn listos para empezar a trabajar

en las cinco pricticas. En este capitulo analizamos las primeras dos: anticipacién y monitoreo;
ademds tenemos en mente lo que los maestros pueden efectuar antes y durante una leccién, a fin de que
se alisten para hacer un uso productivo de las respuestas de los estudiantes. Examinando detenidamente la
forma en que un docente se involucra en las dos primeras précticas, podemos mostrar el modo en que la
utilizacién de las mismas, antes y durante una leccién, puede preparar el terreno para que se tenga una discu-
sién productiva al concluir la clase. Al analizar cada una de tales practicas, primero las describimos y luego
presentamos parte de un caso de un docente de educacién secundaria, Nicolds Barrios, para después concluir
con un andlisis de su utilizacidon de la prictica. (Se adaptaron secciones de este ejemplo de leccién de la obra

de Bill y Jamar [2010], tomado con autorizacién de la Universidad de Pittsburgh).

Anticipacion

La anticipacién implica considerar de manera meticulosa: (1) las estrategias que probablemente utilicen los
estudiantes para abordar o resolver una tarea matemdtica desafiante (es decir, una de alto nivel), (2) la manera
en que se responderd al trabajo que probablemente produzcan, y (3) cudles estrategias de los estudiantes posi-
blemente sean las mds ttiles para guiar los aspectos matemdticos que se aprenderdn. Utilizaremos el ejemplo
“Planes tarifarios: el caso de Nicolds Barrios (Parte 1-Anticipacién)”, para ilustrar estos tres puntos.
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ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 4.1

La figura 4.1 muestra la tarea “Planes tarifarios”.

+ Resuelva la tarea de tantas maneras como pueda y considere otros enfoques que crea que utiliza-
ran los estudiantes para resolverla.

- ldentifique los errores o conceptos errébneos que esperaria que surgieran mientras los estudiantes
trabajan en esta tarea.

Planes tarifarios: el caso de Nicolds Barrios (Parte 1-Anticipacién)

Nicolds Barrios comienza a trabajar con sus estudiantes de Algebra I de noveno grado (estu-
diantes de 14 a 15 anos) en la resolucién de sistemas de ecuaciones. Para la leccién que estd
actualmente planificando, desea que sus estudiantes: (1) reconozcan que existe un punto de
interseccién en la grafica de dos ecuaciones lineales tinicas no paralelas, el cual representa el
5 lugar donde dos funciones tienen los mismos valores para x y para y; (2) que comprendan
que las dos funciones “cambian de posicién” en el punto de interseccidn, con lo cual la que
estaba “arriba” antes del punto de interseccién (llamadas mds costosas en el contexto de las
tarifas), se ubica “abajo” después de dicho punto (llamadas mds baratas en el contexto de
las tarifas), pues la funcién con la tasa de cambio menor a final de cuentas serd la funcién
10 que se acerque mds al eje x; y (3) que relacionen las tablas, las graficas, las ecuaciones y el
contexto, identificando la pendiente y la interseccidn con el ¢je y en cada representacion.

Para esta leccidn, Nicolds decidi6 utilizar la tarea “Planes tarifarios”, que se muestra en la
figura 4.1, pues proporcionaba un contexto, que podria interesar a los estudiantes (pues al
parecer pasan muchisimo tiempo en sus teléfonos celulares) para explorar los sistemas de ecua-

15 ciones y por tanto les podria ayudar (jeso esperaba) a darle sentido a lo que significa el punto de
interseccién. Quiso asegurarse de que sus estudiantes tuviesen una clara idea del significado
de la solucién, de manera grafica y contextual, antes de presentar realmente los procedimientos
para determinar la solucién de un sistema (por ejemplo, el de sustitucion y el de eliminacién).

La compania A de larga distancia cobra una renta bésica de $50 mensuales
mads 4 centavos por minuto que se utilice el teléfono; la renta basica de la com-
paiia B es de sélo $20 al mes, pero carga 10 centavos por el minuto utilizado.
;Cuanto tiempo necesitarias utilizar mensualmente el teléfono con el plan de
la compaiia A para que pudieses ahorrar dinero? (Achieve 2002, p.149).

Figura 4.1. Tarea “Planes tarifarios”.

Nicolds comenzé a planificar la leccidn previendo la forma en que los estudiantes resol-
20 verfan la tarea. Su primer paso fue resolver él mismo el problema usando métodos no proce-
dimentales, en vista de que éstos serfan a los que tendrfan acceso sus estudiantes. Considerd
que los tres enfoques generales, mostrados en la figura 4.2, serfan cursos razonables de accién
que aquéllos seguirfan.
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Soluciones posibles
Hacer una tabla
Tabla A Tabla B
Numero CostoA | CostoB Numerode | CostoA | CostoB
minutos minutos
0 50.00 20.00 0 5.00 2.00
10 50.40 30.00 20 5.80 4.00
20 50.80 40.00 40 6.60 6.00 A es mayor
30 60.20 50.00 60 7.40 8.00 A es menor
40 60.60 60.00 80 8.20 10.00
El mismo
50 70.00 7000 | Costo para 100 9.00 12.00
los mismos
60 70.40 80.00 Minutos. 120 9.80 14.00

Ya que A es mas que B en 40, es igual en 50 y menos en
60, A debe convertirse en una mejor opcién a partir de
los 51 minutos.

Debido a que A es mas que B en 40 y menos en 60, el
punto de interseccién debe darse en algun lugar entre
401y 60. Si las grafico, encuentro que el punto de inter-
seccién estd en 50. Asi que A es mejor opcién a partir
de 51 minutos.

Escribir unas ecuaciones

y = 0.04x + 50 (Compaiiia A)
y = 0.10x + 20 (Compaiiia B)

Cuando ingreso las dos ecuaciones en la calculadora graficadora, veo que el punto de interseccién debe estar en
50 minutos. Por lo tanto, A se convierte en la opcion mas barata a partir del minuto 51.

Trazar una gréfica

110

Costo

T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Minutos

mejor opcién a partir del minuto 51.

—eo— Compafia A

—— Compaiia B

Puedes hacer una gréfica a partir de una tabla de valores, sustituyendo los dos valores de x en la ecuacion y
calculado los valores correspondientes de y, o ingresando la tabla o la ecuacion a la calculadora graficadora. Sin
importar qué enfoque utilices, observaras que las rectas se intersecan en (50,7), asi que el plan A comienza a ser una

Figura 4.2. Posibles soluciones de Nicolds Barrios.
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Nicolds predijo que muchos de sus estudiantes harian tablas, pero estaba consciente de
que no todos utilizarfan incrementos de 10 minutos, como lo hizo para la tabla A (figura
4.2). Si utilizaban intervalos de 20 minutos, como en la tabla B de la figura, u otros incre-
mentos que no fueran factores de 50, sabia que no se percatarian de inmediato que ambos
planes tenfan el mismo costo para 50 minutos. Si ese fuera el caso, decidiria que sus estu-
diantes se fijasen en las filas de la tabla (es decir, los de 40 y 60 minutos de la tabla B), en
donde los dos planes cambiaban de posicion relativa (ejemplo, el plan A es mds caro para
40 minutos, pero mds barato para 60 minutos, como se sefala mediante las los dos filas
sombreadas en la tabla B de la figura 4.2), aunque esperarfa que pudiesen explicar lo que
estd pasando y el por qué; ademds, estaria a la expectativa de que pudieran predecir cémo
serfa la grifica de las dos ecuaciones. Luego les pedirfa que la trazaran para confirmar si
coincidfa con sus predicciones y los ayudaria a contestar la pregunta. También pensé que
los estudiantes quizd no comenzaran sus tablas con el valor 0, en cuyo caso les pregunta-
rfa lo que significaba tener 0 minutos de uso y cudl serfa su costo. Crefa que lo anterior era
importante, ya que para este problema el valor de 0 minutos corresponde al valor de x en
la interseccién del eje y, y determina el valor de & cuando se sustituye en la ecuacién de la forma
y=mx+b.

El docente pensaba que sus estudiantes se confundirian con diversos aspectos de la tarea,
por lo que queria asegurarse de que estaba preparado para abordarlos cuando surgieran.
Por ejemplo, creyé que algunos de ellos escribirfan 4 centavos como .4 0 4, en vez de .04.°
Para este caso, pensé en preguntarles cémo escribirfan la cantidad 50 pesos con 4 centavos
utilizando la notacién monetaria y que la compararan con lo que habian escrito. No quiso
que estos detalles se convirtieran en distractores, pero si calculaban el costo con los valores
equivocados, nunca iban a comprender el punto central de la leccién. También se preguntd
si los estudiantes se confundirfan con el costo por minuto y la renta mensual, lo cual propi-
ciarfa tener una ecuacién incorrecta para la compania A: C'=4 + 50m. En este caso, pens6 en
preguntarles qué representaban 4 y 5 en el problema, qué valor variaba y cudl no cambiaba
cuando se utilizaban mds minutos, cudl seria el costo de 10 minutos de acuerdo con su ecua-
cidn y si eso tenfa sentido. Aunque deseaba que sus estudiantes se percataran por si mismos
de sus errores, también queria estar preparado con algunas preguntas que los orientaran en
la direccién correcta.

El profesor Barrios queria estar seguro de que cuando terminara la leccién, hubiera lle-
vado a cabo lo que se habia propuesto hacer (es decir, que los estudiantes reconocieran
que el punto de interseccion es donde las dos funciones tienen los mismos valores x y y, que
comprendieran que las dos funciones “cambian posiciones” en el punto de interseccion
y que relacionaran las distintas representaciones), asi que para lograr lo anterior, estaba
consciente de que necesitaba tener preparadas para la discusion las versiones correctas de
cada una de las tres representaciones: tablas, grficas y ecuaciones. Ya que deseaba conducir
la discusién alrededor del trabajo que los estudiantes generaran, si fuese posible. Nicolds
decidié dar un seguimiento meticuloso de lo que hiciesen, al mismo tiempo que los ob-
servaba e interactuaba con ellos mientras trabajaban en la tarea en pequenios equipos. A
fin de facilitar este proceso generd una tabla (figura 4.3) en la que registré en sus filas las
estrategias que esperaba ver de los estudiantes (as{ como una fila para lo imprevisto) y en
las columnas registré qué hacia cada cual durante la leccién (es decir, qué estudiantes o

En ciertos paises hispanohablantes se evita que los estudiantes ignoren la parte entera, cuando ésta es 0.

Asimismo, se usa la coma (,) como separador entre parte entera y parte decimal, reservdndose el punto (.) para la
separacion de las cifras cada tres lugares posicionales (gj.: 3.425,76).
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equipos estaban usando determinadas estrategias). Asimismo, la tabla incluyé una terce-

70 ra columna nombrada “Orden”, que utilizarfa mds tarde, en relacién con las dos siguien-
tes précticas: seleccién y secuenciacién. Nicolds creyé que la tabla le ayudaria a planificar
la discusidn.

Estrategia Quiény qué Orden

Tabla

Gréfica

Ecuacion

Otra

Figura 4.3. Tabla para monitorear el trabajo de los estudiantes en la tarea “Planes tarifarios”

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 4.2

Compare su respuesta a la actividad de involucramiento 4.1 con las soluciones y los errores potenciales de
los estudiantes que Nicolds Barrios previé.

Analisis de la anticipacion en el caso
de Nicolas Barrios

En el caso de Nicolds Barrios, observamos un profesor que se involucré a fondo en la planificacién de
una leccién que iba a impartir a sus estudiantes de la clase de Algebra correspondiente al noveno gra-
do. Su planificacién comenzé con la identificacién de metas claras para el aprendizaje del estudiante
(lineas 3-11) y la seleccién de una tarea que tuviera el potencial de ayudar a sus estudiantes a lograr di-
chas metas (lineas 13-17). Una vez que determing lo que harfa y el por qué, Nicolds dirigié su atencién
a anticipar lo que probablemente sucederia mientras ellos trabajaban en la tarea y se afané por apoyar
sus esfuerzos. Ahora consideremos los tres aspectos de la anticipacién analizados al inicio del capitulo y

atestigtiemos el involucramiento del maestro Barrios en cada componente de esta préictica.

Anticipacion de lo que los estudiantes haran

El profesor Barrios tomé en cuenta los enfoques que sus estudiantes probablemente utilizarfan, como se
muestra en la figura 4.2, e identificé aspectos de la tarea que podrian constituir un reto para ellos. Por
¢jemplo, supuso que algunos estudiantes podrian:

* tener problemas para encontrar el punto de interseccién en la tabla, si el nimero de minutos
se incrementara por una cantidad que no fuese factor de 50 (lineas 30-32);

e comenzar la tabla con una cantidad de minutos distinta de cero (lineas 35-40);

e tener dificultades de notacién (lineas 43-44); o

* confundir lo que varfa con lo que no cambia (lineas 58-59).
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Resulta claro que Nicolds hizo mds que s6lo listar los enfoques que los estudiantes utilizarfan (por ejem-
plo, hacer una tabla, trazar una gréfica, formular una ecuacién), ya que realmente usé esas estrategias
para resolver el problema. Al “involucrarse con el problema”, pudo considerar los retos que los estudian-
tes enfrentarfan y lo que podria hacer al respecto.

Si bien Nicolds quizd no haya previsto todo lo que los estudiantes harfan, es probable que anticipara
mucho de lo que pasarfa cuando se involucraran con esta tarea. Su trabajo de preparacion lo ayudé a
darle sentido a lo que observarfa, permitiéndole considerar con toda libertad y de manera mds profunda

aquello que pudiese surgir y que no anticipé.

Planeacion de la forma de responder a los enfoques
de los estudiantes

Ademds de prever el modo en que los estudiantes resolverian la tarea, Nicolds también tuvo en cuenta la
manera en que responderia a lo que ellos estaban llevando a cabo. Esto resulté ser un componente bésico
de su proceso de planificacién, pues le dio tiempo para pensar (lejos del aula y de su turbulento ritmo)
en las acciones que debiera tomar y las preguntas que habria de plantear para impulsar a sus estudiantes
hacia las metas de aprendizaje, sin indicarles qué hacer y cémo llevarlo a cabo. De manera especifica,
pensé en cémo podria ayudar a: encontrar el punto de interseccién a los estudiantes que hicieron una
tabla con incrementos de 20 minutos (lineas 26-32), a los que no incluyeron el valor 0 en sus tablas
(lineas 37-40), a los que tuvieron problemas para escribir 4 centavos (lineas 42-43), o a los que en el
problema confundieron la tasa constante con la tasa de cambio (lineas 49-55).

A pesar de que ciertamente no fue exhaustiva la lista de preguntas que Nicolds podria plantear a sus
estudiantes conforme abordaban el problema, tener en cuenta con anticipacién algunas preguntas espe-
cificas, significo que no necesitarfa desarrollarlas todas en el acto, lo cual le suministré mds tiempo para
pensar cudl serfa el momento apropiado para plantear una pregunta especifica a fin de vincular lo que
en realidad estaban haciendo los estudiantes con los aspectos matemadticos que querfa que aprendieran.
En vista de que las preguntas estdn vinculadas con el contexto en el que se plantean, es fundamental
hacer una pregunta que se conecte con los temas que efectivamente se estdn abordando. Plantear pre-
guntas justo en “el preciso momento” resulta muy complicado para un docente que estd viéndoselas con
las necesidades de un aula repleta de estudiantes que requieren distintos tipos y niveles de asistencia.
Cuando los docentes se sienten abrumados por las necesidades y frustraciones de sus estudiantes, les
resulta sencillo superarlas con s6lo decirles qué hacer, cuando un curso alternativo de accién no viene

de inmediato a la mente.

Identificacion de las respuestas que abordan objetivos
matematicos

Después de anticipar lo que sus estudiantes realizarfan y la manera en que responderia a alguno de los
enfoques que hayan asumido, Nicolds decidié que durante la discusion era importante hacer referencia
a una tabla, a una ecuacién y a una grafica (lineas 60-65) para lograr las metas de aprendizaje. En par-
ticular, la tabla y la grafica ayudarfan a los estudiantes a comprender que existia un punto de interseccién
(meta 1); la grafica los auxiliarfa a investigar lo que sucede a las funciones antes y después del punto
de interseccién y el por qué (meta 2); ademds, al trabajar con todas las representaciones les permitiria
hacer conexiones entre éstas y a identificar la manera en que la pendiente y la interseccién con el eje y se

manifiestan en cada una (meta 3).
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A fin de dar seguimiento a lo que los estudiantes efectivamente estdn haciendo durante la clase,
Nicolds decidié elaborar una tabla (figura 4.3). Esta sirve para llevar un registro que puede emplearse
para una variedad de propésitos. Al ofrecer una relacién de quién estd haciendo qué, la tabla puede
ayudar al docente a mantenerse informado de los enfoques que surgen durante la clase y también puede
servir como fuente de datos para efectuar juicios sobre quién compartird qué durante la discusion. La
tabla también puede servir mds alld del dia de la leccidn, ayudando al docente a recordar c6mo pensaban
sus estudiantes en esa clase respecto de ideas especificas y a quiénes se escogié para compartir su trabajo
con sus compafieros en un dia en particular. Asimismo, proporciona un registro histdrico de lo que pasé

en la leccidn, lo que puede ayudar al docente a perfeccionarla la siguiente vez que la ensefie.

Monitoreo

Es el proceso de poner atencién al pensamiento de los estudiantes durante la leccidn real, conforme
trabajan de manera individual o colectiva en una tarea particular. Esto implica no sélo escuchar lo que
dicen y observar lo que hacen, sino dar un seguimiento a los enfoques que estdn utilizando, identificar
aquéllos que pueden ayudar més tarde a que la discusién matemdtica progrese en la leccién y plantear
preguntas que auxilien a los estudiantes a progresar en la resolucién de la tarea. Esas preguntas debieran
incluir a las que hagan retomar el camino a los estudiantes cuando estén siguiendo un sendero impro-
ductivo o inexacto, o que alienten a los que van por buen camino a pensar con mayor profundidad
respecto de por qué las cosas se comportan como lo hacen. Ahora retomaremos el caso de Nicolds
Barrios, en tanto que monitorea el trabajo de sus estudiantes en un esfuerzo por apoyar su aprendizaje y
su involucramiento en la tarea, con el objeto de prepararse para la discusion final de la clase.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 4.3

La segunda parte del caso de Nicolas Barrios se centra en la practica de monitoreo. Conforme lea la parte 2:

- identifique las acciones especificas que Nicolas lleva a cabo para apoyar el aprendizaje de sus es-
tudiantes, y

- piense en qué forma los datos que Nicolas recopilé en su tabla (véase la figura 4.4) pudieran serle
de utilidad mientras ayuda a sus estudiantes y prepara la discusién final de la clase.

Planes tarifarios: el caso de Nicolas Barrios (Parte 2-Monitoreo)

Después de presentar a sus estudiantes la tarea y asegurarse de que comprendieron lo que

necesitan realizar, Nicolds los puso a trabajar en ella en equipos de cuatro. Decidié que
75 cada equipo creara un cartel que incluyera su respuesta a la pregunta (es decir, ;qué tanto

tiempo tendrias que hablar por teléfono al mes para que ahorraras dinero al suscribirte a la

Compaiifa A?), asi como todo el trabajo que realizaron para obtener la respuesta. Ya que los

carteles se exhibirfan uno al lado del otro, esto facilitarfa que se viesen las distintas soluciones

y representaciones durante la discusién grupal, posibilitando asf las comparaciones entre
80 distintos enfoques.

Equipado con su herramienta de monitoreo —la tabla mostrada en la figura 4.3— el maes-
tro Barrios escuchd las conversaciones que se daban en los equipos. Planteé preguntas con-
forme se necesitaba, a fin de que los estudiantes continuaran en la senda correcta o para
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apremiarlos a que dieran sentido a lo que estaban haciendo, mientras estaba atento a quién
llevaba a cabo determinada tarea. Por ejemplo, cuando Nicolds se acercé al equipo 2, observé
que los estudiantes habian elaborado una tabla que comenzaba con 0 minutos y luego se
incrementaba en intervalos de 10 minutos hasta llegar a los 60; de hecho, crey6 que esa tabla
se parecia a la de ¢l (véase la tabla de la figura 4.2). Cuando les preguntd a los estudiantes qué
habian concluido de la tabla, respondieron que los planes A y B tendrian el mismo costo para
el minuto 50. Les record$ que necesitaban conjeturar en qué condiciones ahorrarfan dinero
suscribiéndose a la Compafifa A y les preguntdé como podria ayudarles la tabla. Después de
unos segundos de silencio, Camila contesté que si para 50 minutos ambas compafifas eran
iguales, entonces para 51 minutos el plan A costarfa $70.04, el B $70.10 y que el plan A nun-
ca mds volverfa a alcanzar al plan B. A continuacién Nicolds pregunté al equipo si podian al
menos bosquejar como se imaginaban que serfa la grafica, sin que trazaran todos los puntos.

En contraste, cuando Nicolds se acercé al equipo 6, observé que los estudiantes habfan
utilizado una ecuacién errénea (C = .4m + 50) para generar una tabla de valores que mos-
traba el costo con incrementos de 5 minutos. Por supuesto, los costos eran mucho mds altos
que lo que deberfan ser. Este fue un error de notacién que él habia previsto, asi que entablé
una conversacion con el grupo con la esperanza de que esto les ayudara a darse cuenta y
corrigieran el problema.

Profesor Barrios: Dime lo que significa cada cosa en la ecuacién.

David: Pucees, digamos que queremos calcular 30 minutos para la
Compania A. Yo puse...yo puse 30 minutos por .4 mds $50.00.

Profesor Barrios: Bien, ;y qué obtuviste?

David: Pues obtuve $170.00.

Profesor Barrios: Muy bien.

Tania: Entonces 4 representa los centavos por minuto.

Profesor Barrios: Bueno.

Tania: Asi, pueeees. .. cada minuto cuesta 4 centavos. Entonces, pueeees. ..
seguimos sumando los 4 centavos mds 50, porque esa es, pueees. ..
la tarifa, pueees... el punto inicial.

Profesor Barrios: Muy bien, entiendo lo que estds diciendo. Lo tnico que me con-
funde un poco es la forma en que escribieron 4 centavos en nota-
cién monetaria.

David: 4.

Tania: Si.

Leticia: .04.

Profesor Barrios: :Es .4 0.042 Porque ah{ hay una gran diferencia. Cuando expresas cua-
tro centavos en notacién monetaria, ;cémo lo escribes? Digamos que
quisieras escribir cinco pesos y cuatro centavos, ;c6mo lo expresarfas?

Guillermo: 5.04.

Profesor Barrios: Por tanto, cuando tecleaste cuatro centavos en tu calculadora, ;qué
escribiste?

David: 4.

Profesor Barrios: Y qué debieron haber puesto?

Leticia: .04.
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Profesor Barrios: Muy bien. Con .04 ustedes estdn en lo correcto; s6lo necesitan
corregir la tabla. Asi que deberfan cambiar eso un poco [sezzalando
los valores de la tabla). ;De acuerdo? Ahora calculen 30 minutos con
.04 y diganme qué obtienen.

David: $60.20. jAh! [observando que el costo inicial que el equipo habia
calculado para 30 minutos era de $170.00).

Profesor Barrios: Muy bien, $60.20. Mhhhh...

En ese momento, Nicolds dejé al equipo y los estudiantes continuaron ajustan-
do los valores de su tabla para que reflejaran el cambio de ecuacién, de C'= .4m + 50 a
C=.04m + 50.

Si bien Nicolds anticipé mucho de lo que ocurrié, los estudiantes hicieron cuatro cosas
que no tuvo en cuenta. En primer lugar, el equipo 1 comenzé utilizando incrementos de 1
minuto en su tabla. Cuando Nicolds llegé al equipo, habian calculado hasta el minuto 15
y se estaban convenciendo de que el costo del plan B nunca alcanzaria al del A (en otras
palabras, B siempre serfa una mejor opcién que A). Considerd que unas cuantas pregun-
tas sencillas (;necesitan ir de 1 en 12, ;s6lo hablan por teléfono 1 minuto?) los motiva-
rian a considerar otras alternativas hasta que finalmente decidiesen utilizar intervalos de
20 minutos.

En segundo lugar, el equipo 4 hizo una tabla exacta utilizando incrementos de 10 mi-
nutos, pero en una grafica terminé colocando los minutos en el eje y, y los costos en el
x. Nicolds empezé diciendo a los estudiantes que los matemdticos suelen utilizar el eje x
para la variable independiente y el y para la dependiente, luego les preguntd si el costo
dependia del nimero de minutos, o éste dependia del costo. Dado que la asignacién de
los ejes para las variables es una convencién que no estd sujeta a discusion, creyd que pri-
mero deberfa indicarles el lugar donde va cada variable, pero luego dejé que decidieran
qué variable era cudl. Después de un breve debate, los miembros del equipo estuvieron
de acuerdo en que el costo dependia del niimero de minutos que alguien utilizara el te-
léfono. Esto propicié que trazaran una nueva grifica en donde se colocaba a la variable
independiente (el nimero de minutos) sobre el eje x y a la dependiente (el costo) sobre el

eje y.

En tercer lugar, el equipo 3 (Dario, Andrés, Yolanda y Cristina) estaban teniendo pro-
blemas para avanzar con la tarea. Cuando Nicolds se acercé y les pregunté qué estaban ha-
ciendo, explicaron que trataban de calcular cudntos minutos usarfan en un mes; enseguida
Nicolds tuvo el siguiente intercambio de opiniones:

Profesor Barrios: Puede ser cualquier cantidad de minutos, scierto? ;No utilizan su
teléfono tanto como quieren?

Dario: Si, pero hay un cierto limite. Depende... pues en algunos planes
puedes tener cierta cantidad de minutos.

Andrés: Pueeces... o pagas; si te pasas de una cierta cantidad de minu-
tos tienes que pagar mds. Eso es lo que estamos tratando de
calcular.

Profesor Barrios: Muy bien. El problema sélo les pide determinar a partir de qué

punto la Compania A seria mejor opcién que la B. ;Qué tal si
hablamos del plan de la Compania A, digamos, por un minuto?
¢:Saben cudnto me costaria si hablara a través de la Compania A?
¢Cudnto seria...?
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Yolanda: Bueno, serfa $50.04.

Profesor Barrios: ;Por qué serfa $50.04?

Yolanda: Porque son 4 minutos por...Digo, son 4 centavos por minuto.

Profesor Barrios: Bien. ;Y si hablé 2 minutos en el plan de la Compania A?

Cristina: ;Ah!, pues son $50.08.

Profesor Barrios: De acuerdo. Ahora hablaré un minuto con el plan de la Compafiia
B; ;qué pasa si hablé un minuto y tengo mi celular con el plan de la
Compania B?

Dario: iFcil!, $20.10.

Profesor Barrios: Estd bien, $20.10, ;y si hablé dos minutos?

Andyés: Bueno.... $20.20.

Profesor Barrios: Bien, $20.20. ;Cudl de las dos compaiias de las que hemos estado
viendo hasta ahora es mejor opcién? ;Preferirian la Compania A o
la B?

Cristina: La Compania B.

Profesor Barrios: Pero la pregunta es en qué momento la Compania A va a ser mejor
opcién.

Yolanda: Bueno, lo serd después de la interseccién, jverdad?

Cristina: Si es que hay interseccién.

Dario: Probablemente vayan a intersecarse en el tiempo. .. esteee, si traza-

mos la gréﬁca tal vez las veamos intersecarse.

En ese momento, Nicolds les dijo que estaban en la direccién correcta y que ahora ten-
drfan que conjeturar si habia un punto de interseccion, y en tal caso cudl serfa y si la forma de
encontrarlo les ayudaria a obtener la respuesta. Su experiencia con el equipo 3 le hizo perca-
tarse de que los planes telefénicos que en la realidad estaban a disposicién de los estudiantes
eran mds complejos que los dos que habia propuesto para que los trabajaran, y que quizd el
conocimiento que tenfan de la realidad los obstaculizaba, mas que ayudarlos. Decidié tomar
nota de lo anterior, para que pudiera pensar cémo plantear en el futuro la tarea, de tal ma-
nera que se evitasen esos problemas.

En cuarto lugar, conforme los estudiantes fueron terminando sus carteles, Nicolds obser-
v6 que los equipos 4 y 6 determinaron que el plan A serfa mds barato a partir de los 50 mi-
nutos, en vez de los 51, lo cual noté al monitorear la tabla. No obstante que habia discutido
lo anterior en forma explicita con el equipo 2, no habia planteado a otros equipos preguntas
especificas al respecto. Sin embargo, esto no le preocupé y pensé que una discusién en
torno a cudl debiera ser la respuesta y el por qué, constituirfa una buena manera de iniciar
la leccion.

Al término de 30 minutos, Nicolds habia terminado de completar la tabla de monitoreo,
como se muestra en la figura 4.4. Estaba contento porque se dio cuenta de que los equipos
emplearon una combinacién de tablas, gréficas y ecuaciones, y que —con excepcion de las
cuatro situaciones previamente analizadas— habfa llevado a cabo un buen trabajo al anticipar
lo que ocurrirfa. Aprovisionado con los datos que recopild, Nicolds creyé que ahora ya podia
determinar las soluciones a las que querfa enfocarse durante la discusién.
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Analisis del monitoreo en el caso de Nicolas Barrios

En la segunda parte del caso de Nicolds Barrios, observamos a un docente que puso una atencién meti-
culosa a lo que los estudiantes estaban realizando durante la leccién, como un esfuerzo para documentar
lo que hicieron, apoyarlos en su trabajo y planificar una discusién final productiva. Pero, ;qué es lo que
realmente hizo Nicolds?

Estrategia Quiény qué Orden

El equipo 1 comenzd con incrementos de 1, pero luego desistio y
Tabla utilizé aumentos de 20.
Los equipos 2, 3 y 4 usaron incrementos de 10.

El equipo 1 empled una calculadora para hacer una gréfica a partir
i} de su tabla.

Grafica El equipo 2 traz6 un esbozo de la grafica pero no colocé los puntos.
Los equipos 3y 4 trazaron una grafica a partir de su tabla.

El equipo 5 formulé una ecuacion y luego trazé una grafica utilizan-
y do los valores 0y 100 para los minutos.

Ecuacion El equipo 6 comenzé formulando una ecuacién y la usé para elabo-
rar una tabla de valores con incrementos de 5.

El equipo 3 tuvo dificultades para comprender el contexto del
problema.

Otra El equipo 4 cambid los ejes en su primera grafica.

El equipo 6 tuvo una confusion con la notacion y al principio
utilizé 4 en vez de .04.

Grupo 1:Teresa, Natalia, Héctor, Carla

Grupo 2: Camila, Joel, Lili, Roberto

Grupo 3: Dario, Andrés, Yolanda, Cristina

Grupo 4: Maria, Jazmin, Ricardo, César (50 minutos)
Grupo 5: Jaime, Tomas, Carolina, Mercedes

Grupo 6: Leticia, David, Tania, Guillermo (50 minutos)

Figura 4.4. Tabla completa de Nicolas Barrios para monitorear el trabajo de los estudiantes
en la tarea “Planes tarifarios”

En primer lugar, recopild datos de lo que los equipos efectuaban, destacando las representaciones que
utilizaban vy las dificultades iniciales que habian experimentado, como se muestra en la figura 4.4. Los
datos hicieron evidente tanto las similitudes de las representaciones usadas por los equipos para resol-
ver la tarea (por ejemplo, cinco de los seis equipos elaboraron tablas; cinco de los seis equipos trazaron
gréficas) como las diferencias en el modo de hacer las representaciones (por ejemplo, el equipo 1 utilizé
calculadoras para trazar una gréfica a partir de su tabla; el 2 hizo un bosquejo de la grafica pero no ubicé
los puntos; el 5 elabord una gréfica utilizando en su ecuacion los valores 0 y 100 para los minutos). Estos
datos proporcionaron una clara perspectiva de “dénde se ubica la clase” y ayudard a Nicolds a determinar
las soluciones que se compartirdn y en qué orden (las dos siguientes précticas). Como Lampert (2001,
p. 140) lo sintetiza: “Si observo y escucho durante el trabajo independiente de los pequenios equipos,
entonces puedo usar mis observaciones para decidir en guéy en quién enfocarme” durante la discusién
grupal o puesta en comun.

En segundo lugar, Nicolds desempefié un papel activo para apoyar a los estudiantes a fin de que alcan-
zaran las metas de la leccién, auxiliando a corregir el rumbo a aquéllos que estaban teniendo problemas

(por ejemplo, al equipo 6, lineas 96-137; al 4, lineas 146-157; al 3, lineas 158-194). Al mismo tiempo,

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 41 @ 7/27/16 6:30 AM



®

42 5 practicas para orquestar discusiones productivas en Matematicas

alenté a los estudiantes que estaban en el camino correcto a que reflexionaran con mayor profundidad
respecto de lo que estaba realizando y el significado que eso tenia (por ejemplo, equipo 2, lineas 85-95;
equipo 1, lineas 139-145). Las acciones de Nicolds Barrios presentan un claro contraste con las de David
Canales, a quien conocimos en la introduccién con el ejemplo de las hojas y las orugas. Mientras que el
profesor Canales observd a los estudiantes, pero no hizo mucho para entender el origen de la confusién de
ellos o de la naturaleza de su pensamiento, Nicolds Barrios, al cuestionar a sus estudiantes en la forma en
que lo hizo, aprendié mucho sobre el pensamiento de aquéllos. Esa informacién le ayudard a planificar las
siguientes sesiones de clase, incluyendo la discusién final de la misma aunque no limitdndose a ésta.

Conclusion

La anticipacién y el monitoreo son pasos que resultan fundamentales para los docentes que desean hacer
un uso productivo del pensamiento del estudiante durante la leccién. Anticipando primero una enorme
gama de acciones que el estudiante pudiera llevar a cabo (y al identificar cudles de ésas pudieran ser ma-
temdticamente dtiles para lograr las metas de aprendizaje la leccién), un profesor se ubica en una mejor
posicién para reconocer y comprender lo que los estudiantes realmente estén haciendo. Los docentes que
se han involucrado con este tipo de anticipacién y prediccién pueden luego utilizar su comprensién del
trabajo de los estudiantes para tomar decisiones sobre la ensefianza que hagan progresar la comprensién
matemdtica de la clase en su conjunto. Si bien un docente no puede anticipar todo lo que quizd ocurra
en el aula cuando un grupo especifico de estudiantes se involucra con una tarea particular, cualquier cosa
que el profesor prevea antes de la leccidn le serd il para darle sentido al pensamiento de los estudiantes
durante la misma. Como atestiguamos en el caso de Nicolds Barrios, éste tuvo que tomar pocas decisio-
nes “en el momento”, debido a que predijo mucho de lo que iba a suceder. Pero habiendo ensefiado la
leccién una vez, Nicolds ahora posee una mejor idea sobre la manera en que responderdn los estudiantes
y la préxima vez que aborde esa leccidn, estard en una mucho mejor posicién para apoyar el aprendizaje.

En el caso de Nicolds Barrios observamos a un docente que, como resultado de su labor de anticipa-
cién y monitoreo, estd listo para orquestar una discusion sobre la tarea “Planes tarifarios” que construya
sobre la base del pensamiento de los estudiantes. En el siguiente capitulo, continuamos nuestro andlisis
de las cinco précticas, enfocindonos en la seleccion, secuenciacién y conexién; al hacer lo anterior,
retomamos el ejemplo de Nicolds Barrios, con el objeto de observar la forma en que la discusién grupal

se desarrolla.

iINTENTE ESTO!

Seleccione una tarea de alto nivel que tenga el potencial para ayudar a los estudiantes a lograr una meta
de aprendizaje que haya identificado. De manera individual, o en colaboracién con uno o més colegas,
realice lo siguiente:

- Anticipe todas las formas en que es probable que los estudiantes resuelvan la tarea, asi como los
errores que pudieran cometer.

Tenga en mente las preguntas que usted pudiese plantear sobre estos enfoques y que ayudasen
a los estudiantes a progresar en la tarea.

Elabore una tabla de monitoreo que pueda utilizar como registro durante la leccién.
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seleccion, secuenciacion y conexion de las
respuestas de los estudiantes

Una vez que los docentes terminen el trabajo de monitoreo —prestar atencién a lo que los estudiantes estdn ha-
ciendo y diciendo mientras trabajan en la tarea; proporcionar orientacién cuando se requiera y dar seguimiento
de quién estd haciendo determinadas cosas— estdn listos para tomar decisiones concernientes al rumbo que
tomard la discusion. Resulta fundamental para este proceso de toma de decisiones tener conciencia de las ideas
matemdticas clave que los docentes desean que sus estudiantes aprendan (como se analizd en el capitulo 2) y de
lo que éstos actualmente conocen y entienden en relacién con tales ideas (como se evidencia en los datos recopi-
lados mediante la herramienta de monitoreo, analizada en el capitulo 4). A continuacidn, los profesores deben
seleccionar en qué ideas y en qué estudiantes se enfocardn a fin de progresar en la comprensién matemadtica el
entendimiento matemdtico del grupo; después han de secuenciar las soluciones de tal manera que suministren
un guién coherente y preciso para la leccién. Por tltimo, tienen que determinar el modo en que conecten entre
si esos diversos enfoques y con las ideas matemdticas que constituyen el nicleo de la leccién.

En este capitulo retomamos el caso de Nicolds Barrios, pero ahora centrindonos en las partes 3 y 4, a fin de
considerar la manera en que Nicolds utilizé los datos que recopilé durante la fase de monitoreo de la leccién
con el objeto de tomar decisiones concernientes con la seleccién, secuenciacién y conexion de las respuestas de
los estudiantes. Al considerar estas tres practicas, primero analizamos juntas la tercera y la cuarta (seleccién y
secuenciacién) y luego nos ocupamos de la quinta (conexién). En cada uno de nuestros andlisis, comenzamos
describiendo la o las précticas bajo consideracién, para después presentar la seccién pertinente del caso de

Nicolds Barrios, y luego analizamos mds adelante la utilizacién que hizo el docente de la prictica o pricticas.

Seleccion y secuenciacion

La seleccién es un proceso que consiste en determinar en cudles ideas (el #é) y en qué estudiantes (el guién) se
enfocard el docente durante la discusion. Representa una decisién crucial, en vista de que determina las ideas

que los estudiantes tendrdn oportunidad de desarrollar, y a final de cuentas, de aprender. La seleccién puede

43
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considerarse como un acto para determinar expresa y deliberadamente las Matemdticas a la que tendrdn
acceso los estudiantes al construir su comprensién matemdtica, més alld de lo que puedan tener en men-
te de manera individual o en pequefios grupos.

Seleccionar es una labor bésica, pues proporciona al docente el control de lo que discutird toda la cla-
se, asegurando que los aspectos matemadticos, que son la esencia, estén en verdad discutiéndose. Hemos
llegado a pensar que la pregunta: ;Quién quiere ser el siguiente?” es la invitacién mds valiente o las més
ingenua que puede plantearse en el aula. Al solicitar voluntarios para la presentacién, los docentes ceden
el control de la conversacién dejéndolos a ellos —y a sus estudiantes— a merced del estudiante a quien
colocaron en el centro del escenario. Aunque esto pueda dar buen resultado (quizd lo que el estudiante
presente sea entendible y se relacione con la leccién), las contribuciones de los estudiantes que no se filtra-
ron, posiblemente sean dificiles de seguir o conduzcan la conversacién por una direccién improductiva.

Por ejemplo, en un aula de segundo grado que observamos hace algunos afios, los estudiantes estaban
aprendiendo a contar de dos en dos y trataban de determinar el niimero de manos que habria en un
aula con 12 estudiantes. Cuando después del periodo de exploracién en pequefios equipos el grupo se
junté de nuevo, la docente pregunté a varios de ellos si ya habfan obtenido una respuesta y cémo ha-
bian llegado a ella. Después de que dos estudiantes compartieron voluntariamente sus soluciones (24)
y su proceso de pensamiento correcto para obtenerlas, la docente solicité otro voluntario. Este dijo que
calcul6 23 manos; es obvio que la maestra no esperaba esto. Si bien procedié a plantearle varias pregun-
tas al estudiante, no pudo entender su razonamiento o senalar con precisién en dénde radicaba el error.
El estudiante inadvertidamente interrumpié el flujo de la discusién, dejando anonadados tanto a la do-
cente como al grupo. Aunque ella necesitaba explorar y corregir el pensamiento que habia conducido a
esta solucidn, no resulté productivo hacerlo enfrente de toda la clase, sin contar con una reflexién previa.
En vez de eso, la docente deberfa haber hablado con el estudiante en privado al final de la clase o antes de
la siguiente.

Aunque la labor de seleccién se refiere en primer lugar y sobre todo a gué aspectos mateméticos habrd
que subrayar, también tiene que ver con guién habrd de hacerlo. Por ejemplo, en la clase del profesor
Canales, dos estudiantes (Juanita y Carina) utilizaron la estrategia de la razén unitaria para resolver
la tarea de las hojas y las orugas mostrada en la figura 0.2. Si el profesor Canales decide que es una
estrategia s6lida que quiere que sus estudiantes comprendan (el gué), entonces habrd de determinar a
qué estudiante le solicitard presentarla (el guién). Al tomar esa decisién, quizd desee tener en cuenta al
estudiante que no ha presentado recientemente su trabajo, ddndole la oportunidad de pasar al frente
del aula. Llevando a cabo lo anterior, el docente puede asegurarse de que zodos los estudiantes tengan la
oportunidad de concebirse como autores de ideas matemdticas y de demostrar su competencia. Una re-
vision periddica de las tablas de monitoreo completadas en anteriores lecciones suministrarfa un registro
de los estudiantes que han compartido su trabajo recientemente.

La secuenciacidn es el proceso de determinar el orden en el que los estudiantes presentardn sus solu-
ciones. La clave consiste en ordenar el trabajo de tal manera que los aspectos matemdticos sean accesibles
para todos los estudiantes y que se construya un hilo narrativo matemdticamente coherente. Por ejem-
plo, si Demetrio, un estudiante que ha estado trabajando en la tarea “Embaldosado de un patio” hubiese
sido el primero que presentara su solucidn (véase la figura 3.4), en lugar de ser el Gltimo, quizd para
algunos estudiantes hubiese constituido un reto entenderla, debido a que su enfoque —a diferencia de
los otros— se centré en restar los azulejos negros (que representaban el jardin central) que no se inclufan
en los azulejos de los bordes, en vez de sélo sumar los azulejos exteriores. En lugar de eso, la profesora
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Dominguez eligié a Berenice para que fuese la primera porque su estrategia habia sido utilizada por
varios estudiantes y por consiguiente, razond la profesora, serfa mds accesible para el grupo.

Sibien presentar primero la estrategia mds utilizada es un enfoque para dar secuencia a las soluciones,
quizd no siempre sea la manera éptima de proceder. Por ejemplo, si surge un concepto erréneo durante
la elaboracién de una tarea, el docente tal vez desee comenzar la discusién aborddndolo directamente.
De hecho, en una tarea como la de “Comparacién de pizzas” mostrada en la figura 5.1, tal vez sea espe-
cialmente importante que las soluciones incorrectas se analicen, en vista de que el propdsito principal
de esta tarea consiste en ayudar a los estudiantes a comprender que el tamafo de la porcién representada
mediante una fraccién depende del tamafio de la pieza completa (entero) de donde se toma la porcién.
En consecuencia, resultarfa fundamental para ellos discutir la solucién 4 y comprender por qué no es
correcta. De igual forma, en la clase del profesor Canales, analizar primero la solucién de Ménica y Carla
para la tarea de las hojas y las orugas (véase la figura 0.1) hubiera representado una oportunidad para
toda la clase de discutir por qué sumar 10 no conserva la relacién entre las hojas y las orugas, lo cual es

una equivocacién comun.

Tarea“Comparacion de pizzas”

Ayudar a los estudiantes a entender que la fraccion sélo nos indica la relacion entre la parte y el entero

Meta y no sobre el tamario del todo o de las partes (Adaptado de Van de Walle [2004, p. 254].)
Piensa detalladamente la siguiente pregunta. Escribe una respuesta completa. Puedes utilizar dibujos,
palabras o nimeros para explicar tu respuesta. Asegurate de mostrar a todos tu trabajo.
José comid V2 de una pizza.

Tarea

Lilia comié Y2 de otra pizza.

José dijo que comié mas pizza que Lilia, pero ella aseguré que ambos comieron la misma cantidad.
Utiliza palabras y dibujos para mostrar que José podria estar en lo correcto.

José estaenlo José estaenlo José estaenlo José esta José esta
correcto correcto correcto equivocado equivocado
1 2 3 4 5
La pizza de José es La pizza de La pizza de José es 2 siempre es igual José y Lilia
mas grande que la José es mas mas grande que la al compartieron la
de Lilia grande que la de Lilia pizza
(Dibujo) de Lilia (Palabras + dibujo)
(Palabras)
José quiza José tal vez tenga Comieron la misma
Lapizza | tenga razon razén porque su pizza | cantidad porque
de José porquela pizza | podria ser mds grande | ambos tenian Y. José Lil
que comié que la de Lilia. ?/je 1' /la
podria ser mds
Lapizza | grande que la
a—delilia | o jijig, @
La pizza La o La i
La pizza de Lilia dae lj';sze? ;eTﬁiz: Lilia comlo la mis-
de José ma cantidad que
José.

Figura 5.1. Metas y posibles soluciones para la tarea “Comparacion de pizzas”.
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Otra alternativa para el docente es que los estudiantes presenten estrategias que vayan de lo concreto a
lo abstracto. Considérese la siguiente tarea: explica por qué la suma de cualesquiera dos nimeros impares
siempre es par (una versién de esta tarea se muestra en la figura 5.2). Al presentar las soluciones para esta
tarea, posiblemente el docente desee comenzar con una representacién concreta de nimeros pares e impa-
res (figura 5.2a), pasar a un argumento mds 16gico dado en forma narrativa (figura 5.2b) y concluir con una
demostracién algebraica (figura 5.2¢). Esta secuencia podria imbuir a todos los estudiantes en la discusion,
ya que la representacién concreta seria accesible para todos ellos y ademds cada estrategia sucesiva podria
estar meticulosamente vinculada a las anteriores, de modo que los estudiantes pudieran percatarse a final

de cuentas de la manera en que la solucion algebraica se relaciona con los enfoques menos abstractos.

a. Modelo concreto

Si tomo los nimeros 5y 11 y orga-
nizo las fichas como se ve, se puede
tener el modelo.

5 + 11

O AAEEN

b. Argumento légico

Un nimero impar = [un] nimero par
+1;esdecir9=8+1.

Asi que cuando sumas dos nimeros
impares, estas sumando un nimero
par + un nimero par + 1 + 1, por lo

. Prueba algebraica

Siay b son enteros impares, enton-
ces ay b pueden escribirse como a
=2m+1yb=2n+1,dondemyn
son otros numeros enteros.

Sia=2m+1yb=2n+1,entonces

] AAEEEN

Puedes darte cuenta de que cuando
pones los conjuntos de cuadrados
uno al lado de otro (sumas los nu-
meros), las dos fichas extra formaran
un par, asi que la respuesta siempre
es par. Esto se debe a que cuales-
quiera dos numeros impares siem-
pre tendran una ficha extra, y las dos
fichas extra siempre formardn un
par, para cualquier conjunto de nu-
meros impares.

que tienes un numero par. Esto se | a+b=2m+2n+2.
debe a que ya antes probaste que
un ndmero par + un ndmero par =
un numero par. Sia+b=2m+2n+ 2, entoncesa+

b=2(m+n+1).

Por lo tanto, ya que un nimero im-
par = un nimero par + 1, si tu sumas
dos de éstos, tienes un nimero par +
2, el cual también es un nimero par.

Sia+b=2(m+n+1),entoncesa+
b es un entero par.

16

AN
/AN E

Figura 5.2. Soluciones posibles a la tarea “Impar + impar = par”.

Ahora volvamos al caso de Nicolds Barrios, retomdndolo esta vez en el momento en que estd en pro-
ceso de planificacién del qué y del quién para la discusion grupal por parte con sus estudiantes sobre la

tarea “Planes tarifarios”.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 5.1

+ Revise la tabla de monitoreo del trabajo de los estudiantes de Nicolas Barrios, que se muestra en
la figura 4.4.

- Dadas las metas de Nicolés Barrios para la lecciéon (véase “El caso de Nicolds Barrios — Parte 1, en el
capitulo 4, lineas 3-11), determine tanto las soluciones (o partes de ellas) que usted quisiera que
los estudiantes las compartieran y como el orden en que las presentaran durante la discusion de la
leccidn, a fin de lograr las metas establecidas.
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Planes tarifarios: el caso de Nicolds Barrios
(Parte 3 — Seleccién y secuenciacién)

Aprovisionado con los datos que habia recopilado durante el monitoreo del trabajo de sus
estudiantes, ahora Nicolds estaba listo para tomar decisiones concernientes con la discusion.
Desde el inicio de la leccién sabia que necesitarfa contar con una tabla, una gréfica y disponer

220 de una ecuacién a fin de lograr sus metas para la leccién (lineas 3-11 de la parte 1), asi que
la verdadera pregunta era: ;qué tabla, gréfica y ecuacién necesitarfa y en qué orden debieran
presentarse? Como Nicolds lo sefialara en su momento, en la tercera columna de la tabla que
utiliz para monitorear a sus estudiantes (mostrada en la figura 5.3), decidié comenzar con
las tablas que habian realizado los equipos 3 y 1, pasar al bosquejo de la grifica que habfa

225 trazado el equipo 2 y concluir con la ecuacién que formulé el equipo 5.

Estrategia Quiény qué Orden
Tabla El equipo 1 comenzé con incrementos de 1, pero luego desistid y utilizé Segundo
aumentos de 20. (Teresa)
Los equipos 2, 3 y 4 usaron incrementos de 10. Primero (Dario)
Gréfica El equipo 1 empled una calculadora para hacer una grafica a partir de su tabla. | Tercero (Lili)
El equipo 2 trazé un esbozo de la gréfica pero no colocé los puntos.
Los equipos 3y 4 trazaron una grafica a partir de su tabla.
Ecuacion El equipo 5 formulé una ecuacion y luego trazé una grafica utilizando los Cuarto (Tomas)
valores 0y 100 para los minutos.
El equipo 6 comenzé formulando una ecuacién y la usé para elaborar una
tabla de valores con incrementos de 5.
Otra El equipo 3 tuvo dificultades para comprender el contexto del problema.
El equipo 4 cambiod los ejes en su primera gréfica.
El equipo 6 tuvo una confusion con la notacion y al principio utilizé .4 en vez
de .04.

Equipo 1:Teresa, Natalia, Héctor, Carla

Equipo 2: Camila, Joel, Lili, Roberto

Equipo 3: Dario, Andrés, Yolanda, Cristina

Equipo 4: Maria, Jazmin, Ricardo, César (50 minutos)
Equipo 5: Jaime, Tomas, Carolina, Mercedes

Equipo 6: Leticia, David, Tania, Guillermo (50 minutos)

Figura 5.3. Tabla completa de Nicolds Barrios para el monitoreo del trabajo
de los estudiantes en la tarea “Planes tarifarios”.

Nicolds Barrios decidié iniciar la discusién explorando si la respuesta a la pregunta

“;Qué tanto tiempo tendrias que hablar por teléfono al mes para que ahorraras dine-

ro al suscribirte a la Compafia A?” era 50 o 51 minutos, en vista de que dos grupos
pensaban que la respuesta era 50 minutos (incorrecta) y cuatro crefan que era 51 mi-

230 nutos (correcta). Asi que planificé pasar a una discusion sobre las tablas, pues cinco de
seis grupos elaboraron una tabla, por lo que fue la representacién que mds se utilizé.
Determiné analizar tanto una tabla con incrementos de 10 minutos —ya que la utili-
zaci6én de los intervalos de 10 minutos representé el enfoque mds utilizado y ademds
la tabla resultante mostraba nitidamente el punto de interseccién— como una tabla con

235 incrementos de 20 minutos porque en ésta no se observaba el punto de interseccién.
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En la parte 3 del caso, observamos a un docente que consideré detalladamente la manera de udilizar el
trabajo elaborado por sus estudiantes como base para la discusién grupal. Quiso analizar el significado

del punto de interseccién, el comportamiento de las funciones antes y después de dicho punto y la

Asi, eso esperaba ¢él, se iniciaria la discusion sobre lo que sabemos o desconocemos sobre
las funciones con base en la tabla y qué mds se necesitaria llevar a cabo para responder
la pregunta.

Aunque varios equipos trazaron algunos puntos y los conectaron para hacer graficas,
Nicolds Barrios se dispuso a enfocarse en el bosquejo de la gréfica realizada por el equipo 2.
Y mds que dejar que los miembros de ese equipo explicaran lo que habian llevado a cabo y el
por qué, resolvi6é que preguntaria a toda la clase cémo es que el equipo 2 sabia que la grafica
iba a ser de esa forma. Esto centrarfa la atencién de los estudiantes en la pregunta concer-
niente con la forma en que la tabla brinda “claves” para la gréfica y estimularia su pensamien-
to respecto de la manera en que las funciones se comportan (es decir, las funciones tienen que
ser lineales pues poseen una tasa de cambio constante; deben tener un punto de interseccién
porque comparten un punto y comienzan en el eje y, lo cual representa la renta mensual). Al
obligar a la clase a que reflexionara sobre estas cuestiones, en vez de escuchar c6mo lo hizo el
equipo 2, Nicolds pudo involucrar a mds estudiantes en dilucidar cémo podrian resolverlo.
Después pensé en comprobar con el equipo 2 y verfa si lo que describian los otros estudian-
tes reflejaban lo que en verdad hicieron.

Resolvié finalizar con la ecuacién formulada por el equipo 5, pues fue uno de los dos
equipos que obtuvo una ecuacién y el Gnico que no elaboré una tabla de valores. Queria que
la clase considerara por qué los miembros del equipo utilizaron s6lo dos puntos para trazar
sus graficas y si este enfoque era vilido o no lo era. También deseaba que todos tuvieran en
mente la forma en que la pendiente y la interseccion con el eje y —que constituian dos carac-
teristicas clave de la ecuacién— eran visibles en la tabla y en la gréfica.

Una vez que Nicolds hubiese resuelto qué equipos se presentarian, necesitaba elegir al
estudiante que hablara en su nombre. Si bien algunas veces el equipo en su totalidad se
encargaba de la presentacién, a menudo esta estrategia daba como resultado que un estu-
diante acaparara la palabra y que los otros quedaran relegados en segundo plano. Revisé la
conformacién de los equipos que ya tenfa en la mira e identific6 a los presentadores que no
habian tenido oportunidad de compartir su trabajo en la tltima semana (lo cual se muestra
en la columna 3 de su tabla de monitoreo, de la figura 5.3). Los equipos supusieron que a
cualquiera podria pedirsele ser el presentador, asi que cada estudiante del equipo necesita-
ba comprender en grado suficiente el trabajo que el equipo habia llevado a cabo, a fin de
discutirlo en frente de la clase. Nicolds se percaté que esta suposicién también le ayudaba a
que todos los estudiantes fuesen responsables de participar en las discusiones habidas en los
grupos pequenos.

Analisis de la seleccion y secuenciacion
en el caso de Nicolas Barrios

manera en que las tres representaciones de las funciones (tabla, gréfica y ecuacién) proporcionaban

istas para la situacién y estaban conectadas entre si (véase la parte 1 de “Fl caso de Nicolds Barrios”,
y

en el capitulo 4, lineas 3-11). Con el objeto de lograr esta meta, Nicolds decidié que los estudiantes

presentaran tablas, una gréfica y una ecuacién (en ese orden), lo cual reflejaba la frecuencia con la que la
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clase utilizd esas representaciones. También identific6 los aspectos clave de representaciones particulares
que pudieran ser fructiferas para la discusién, por ejemplo: determinar el punto de interseccién cuando
no resulta obvio de la tabla (lineas 232-235), el modo en que puede conocerse el comportamiento de
una gréfica, sin ubicar puntos especificos (lineas 239-242), asi como la forma en que puede trazarse una
gréfica a partir de una ecuacidn, sin elaborar una tabla de valores (lineas 243-247). Al poner atencién
meticulosamente al trabajo de los estudiantes, pudo descubrir caracteristicas interesantes que quizd hu-
biesen dado pauta para que todo el grupo reflexionara. En consecuencia, utilizé sus metas de la leccion
y su conocimiento del “momento en que se ubicaba el pensamiento de varios estudiantes” para orientar
sus decisiones concernientes con las ideas que pondria a discusion, asi como el orden en que se harfa.

En esta leccién, Nicolds resolvié dar inicio con la discusién de la respuesta a la pregunta que enmar-
caba la investigacién de los estudiantes (“;Qué tanto tiempo tendrias que hablar por teléfono al mes
para que ahorraras dinero al suscribirte a la Compania A?”), porque éstos no estaban de acuerdo res-
pecto de si el plan de la Compafifa A se convertia en una mejor opcién a partir de los minutos 50 0 51
(lineas 226-230). La respuesta a esta pregunta les brindarfa la oportunidad de refrescar su pensamiento,
de escuchar los argumentos contrarios y de defender o perfeccionar sus posiciones. Este trabajo puede
ayudar a los estudiantes a desarrollar sus habilidades argumentativas y a comenzar a tener cierta autori-
dad para determinar lo que es correcto y lo que no lo es.

Al parecer Nicolds Barrios decidié no analizar publicamente ninguna de las dificultades que los estu-
diantes enfrentaron mientras trabajaban en este problema. Quizd haya pensado que los problemas que
tuvieron se restringfan a equipos especificos y que mediante sus interacciones con éstos, podria ayudarlos
a superar los retos que estaban afrontando. De manera alternativa, tal vez haya tenido en mente que a
pesar de que algunos de estos temas resultaban importantes y podrian tener consecuencias a largo plazo
(por ejemplo, la confusién del grupo 4 sobre qué variables poner en los ¢jes), no quiso utilizar el tiempo
de esta leccion para abordarlos. En vista del tiempo limitado, tuvo que tomar decisiones sobre la forma de
administrar del modo mds eficaz sus 50 minutos de clase.

Si bien resulta claro que Nicolds tomé decisiones meditadas sobre la mejor forma de hacer énfasis en
los aspectos matemdticos que debfan aprenderse, también tomé cuidadosas decisiones respecto de sus es-
tudiantes (lineas 258-264). Consider6 en gran medida la composicién de cada equipo y a qué integrante
le pediria que hablara a nombre de su equipo. Al elegir a los estudiantes que no habian pasado al frente
tltimamente, les estaba brindando la oportunidad de demostrar su competencia y de ganar confianza en
sus capacidades. Su hébito de identificar a un miembro del equipo para hacer la presentacidn, siempre
significé una forma de hacer responsables a todos los miembros del equipo por el trabajo en grupo.

Existen muchas formas distintas —que quizd sean igualmente productivas— de elegir y secuenciar las
respuestas de los estudiantes. El meollo consiste en que el método seleccionado debe reforzar el guion de
la clase, que el docente prevé para la sesién, de tal modo que los aspectos matemdticos que se aprenderdn
surjan de un modo claro y explicito. La labor de Nicolds Barrios sugiere que estd en una buena posicién

para orquestar una discusion asi.

Conexion

La conexién puede ser de hecho la mds desafiante de las cinco précticas, debido a que exige que el docen-

te plantee preguntas que hagan evidentes y comprensibles los aspectos matemdticos. En consecuencia,
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las preguntas deben ir mds alld de sélo clarificar y sondear lo que un estudiante particular llevé a cabo y
el cémo. Mds bien, han de enfocarse en las relaciones y en el sentido matemdticos, asi como en vincular
las ideas y las representaciones matemdticas. Boaler y Humphries (2005, p. 38) sostienen que dichas
preguntas “sirven para un muy especifico y deliberado propdésito: desafiar a los estudiantes a que tengan
en mente un concepto matemdtico fundamental”.

Aunque las preguntas requieren exponer de modo explicito los aspectos matemdticos que se apren-
derdn, han de dar inicio con lo que los estudiantes conocen. El trdnsito desde donde un estudiante se
encuentra hasta donde en dltimo término quiere llegar en términos matemdticos, “es una reconstruc-
cién continua” (Dewey, 1902, p. 11). Por el mismo tenor, Ball (1993, p. 394) afirma: “Debo tener
en cuenta a las Matemadticas, de acuerdo con los nifios, y a éstos de acuerdo con las Matemadticas”,
sugiriendo asi la necesidad del docente por conocer tanto las Matemdticas que han de aprenderse
como lo que los estudiantes conocen sobre ellas, con el propdsito de tender un puente entre los dos
mundos. Tener en cuenta uno de esos factores y desentenderse del otro puede dar como resultado
plantear preguntas sin respuestas, debido a que no tienen conexién con las formas de pensamiento
en curso de los estudiantes. Tener en cuenta uno sin atender el otro también puede propiciar que el
pensamiento de los estudiantes siga estancado, en vez de caminar hacia nuevas comprensiones mate-
miticas. Debido a lo anterior, resultan esenciales las preguntas enmarcadas dentro del contexto de los
estudiantes.

Considérese por ejemplo las preguntas que un docente quisiera plantear en torno a la tarea
“Impar + impar = par” (tarea b en la figura 5.2). Imaginese que la meta del docente para la leccién dise-
fiada en torno a esta tarea consiste en que los estudiantes reconozcan que: (1) las pruebas deben ser ar-
gumentos generales que se aplican en todos los casos y (2) el Algebra puede utilizarse para representar
un argumento general. En la discusion de las soluciones a esta tarea (mostradas en la figura 5.2), el do-
cente quizd quiera pedir a los estudiantes que determinen si cada una de las soluciones es de hecho una
prueba, que expliquen por qué si o por qué no y que muestren la forma en que cada representacion estd
conectada con las otras. Mediante esta discusién, los estudiantes pudieran llegar a percatarse de que la
“ficha extra” de la representacién de un niimero impar con el modelo concreto es lo mismo que +1 en el
argumento ldgico y en la prueba algebraica, y que el nimero par descrito en el argumento 16gico se re-
presenta en el modelo concreto mediante un rectangulo con medidas de 2 por “algo” y mediante 27 en
la prueba algebraica. La discusion pudiera hacer surgir la idea de que 27 puede representarse con un
rectdngulo que tenga dimensiones de 2 por 7 y que este hecho estd relacionado con lo que significa ser
par (un nimero par es divisible entre 2), asi que cualquier nimero par puede transformarse en un rec-
tdngulo con dos filas. Sin preguntas especificas que hagan las conexiones entre las diferentes estrategias,
que no enfaticen cdmo cada enfoque aborda la naturaleza de ser par o impar, y sin que hagan explicita
la manera en que todos los enfoques satisfacen el criterio para ser demostracion, la leccién devendrd en
una del tipo “mostrar y decir”, perdiéndose asi el vinculo entre las ideas clave de la disciplina (por ejem-
plo, las demostraciones son argumentos légicos que muestran que las conjeturas son siempre verdaderas;
las demostraciones pueden expresarse de manera simbdlica, por medio de diagramas o en forma de na-
rracién). Son las preguntas, asi como su estrecha vinculacién con el contexto (las soluciones reales gene-
radas por los estudiantes), lo que puede hacer progresar la comprensién matemdtica de los estudiantes.

La clave para la conexidn reside en asegurarse de que los aspectos matemdticos por aprender se abor-
den de una manera abierta. Considérese la tarea “Comparacion de la pizza” (véase la figura 5.1). En
el andlisis de las soluciones 3, 4 y 5 serfa importante deducir argumentos concernientes con lo que es
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correcto y el por qué, asi como abordar de modo explicito: (1) si las porciones que son ¥z (o cualquier
parte fraccionaria) siempre representan el mismo tamafo, y (2) aquello que determina qué tan grande
en verdad es una porcién de ¥2. El docente que esté en esta posicién tal vez desee pedir a los estudiantes
que construyan situaciones en donde la misma fraccién se refiera claramente a porciones de diferente
tamafo, a fin de garantizar que los estudiantes tengan una sélida comprension de esta importante idea.
Al escudrifar las tres soluciones, posiblemente se les pregunte a los estudiantes en qué difieren y en qué
se asemejan. Sus respuestas a esta pregunta podria subrayar el hecho de que cada solucién describe co-
rrectamente la fraccién Y2, pero es diferente cada total de donde se extrajeron las mitades.

La manera en que los estudiantes compartan su trabajo es un factor importante que tiene que ver con
facilitar la discusién presente. Por ejemplo, el profesor Barrios les solicité a sus estudiantes que elaboraran
carteles con su trabajo, pues crey6 que seria mds ficil asi examinar las diferentes representaciones durante
la discusién grupal (lineas 73-80). (Vale la pena senalar que el costo de las hojas de rotafolio quiz4 restrinja
su uso; ademds, elaborar carteles puede propiciar que las actividades matemdticas se conviertan en dilatados
proyectos artisticos y que los carteles tengan menos eficacia si todos los trabajos posiblemente sean seme-
jantes). La profesora Dominguez prepard acetatos que contenian los primeros tres elementos de la sucesién
de figuras, de modo que los estudiantes pudieran sencillamente describir y mostrar lo que hicieron, sin
necesidad de dibujar los patios. Si bien el uso de acetatos propicia que la comparacién de estrategias sea un
poco més complicada en vista de que s6lo puede proyectarse una al mismo tiempo, la colocacién en el pi-
zarr6n o en hojas de rotafolio de una lista de generalizaciones (véase la lista de Dulce Dominguez en la fi-
gura 3.5) —junto con los nombres de los estudiantes que las elaboraron— permite que ellos den seguimiento
a la gama completa de ideas que estdn en la mesa de discusién. En forma alternativa, quiz4 resulten més
eficientes los proyectores de documentos que posibilitan a los estudiantes mostrar sus trabajos originales, sin
que tengan necesidad de volver a escribirlos en un cartel o acetato. Con el proyector es posible mostrar mds
de una solucién utilizando la herramienta de alejamiento (zoo) para hacer las imdgenes mds pequefias.

Ahora regresemos al caso de Nicolds Barrios para ver la forma en que ayuda a sus estudiantes a efec-

tuar conexiones durante la discusién.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 5.2

+ Revise la tabla completa de monitoreo de Nicolas Barrios, mostrada en la figura 5.3.

- Dadas las metas de Nicolas para la leccion (véase “El caso de Nicolas Barrios” - Parte 1, en el capitulo
4, lineas 2-11), identifique las preguntas que desearia plantearles a los estudiantes, concernientes a
las representaciones, a fin de lograr esas metas.

Planes tarifarios: el caso de Nicolds Barrios (Parte 4 — Conexién)

270 Nicolds inicié la fase final de su leccién (compartir y resumir) colocando los seis
carteles a lo largo del pizarrén que estd frente al aula, con la siguiente secuencia:
equipo 3, equipo 1, equipo 2, equipo 5, equipo 4 y equipo 6. Aunque no tenfa planifi-
cado analizar el trabajo de los equipos 4 y 6 de manera formal, pensé que podria elegir-
los para hacer ciertas conexiones entre lo que ellos llevaron a cabo y lo que otros equipos

275 hicieron.

Antes de analizar cada uno de los carteles, Nicolds comenzé la discusién preguntan-
do a la clase cudnto tiempo tendria que hablar alguien por teléfono con la compafifa A
para ahorrar dinero. Los estudiantes gritaron: “50 minutos” y “51 minutos”; Nicolds anoté
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en el pizarrén ambas respuestas. Preguntd que si alguno de los que dijeron 50 minutos
podria explicar su razonamiento. Cuando la identificé el docente, Jazmin dijo: “Los dos
planes cuestan $70.00 por 50 minutos, a partir de ahi la compaffa A comienza a ser me-
jor opcién”. Nicolds pregunt6 si alguien deseaba afadir algo a lo que Jazmin habia dicho.
César comenté: “Es ahi donde las dos rectas se cruzan en nuestra grafica, asi que debe ser
50”. Yolanda estaba agitando su mano de forma ostensible y cuando Nicolds le concedié
la palabra, ella hablé abruptamente: “Pero 50 es donde son iguales, asi que debes agregar
uno mds”.

Nicolds pensé que el comentario de Yolanda ofrecia un buen pretexto para observar los
carteles, asi que le pidié a Dario que pasara a explicar la forma en que su equipo habia uti-
lizado la tabla (tabla del equipo 3 de la figura 5.4) que elaboraron para obtener la respuesta
de 51 minutos. Darfo explicé: “Son lo mismo para los 50 minutos, pero cuando se alcanza
el 60, vimos que por primera vez el plan A era mds barato que el B y asf es como seguimos,
podriamos decir que el A nunca alcanzaria al B. Son lo mismo para 50 minutos, asi que in-
tentamos para 51 y obtuvimos $70.04 para el plan A y $70.10 para el B. As{ que pensamos
que la respuesta debe ser 51 y no 50”. Nicolds preguntd si lo que dijeron Yolanda y Dario
tenfa sentido para los estudiantes que pensaban que la respuesta era 50. Jessica coment6 que
crefa que s6lo les correspondia encontrar en qué punto eran iguales los planes, asi que queria
revisar su respuesta. Nicolds Barrios preguntd si alguien tenia dudas y después de esperar una
respuesta durante 10 segundos, decidié continuar.

Equipo 3 Equipo 1
minutos | costoA | costoB minutos | costoA | costoB
0 50.00 20.00 0 50.00 20.00
10 50.40 30.00 20 50.80 40.00
20 50.80 40.00 40 60.60 60.00
30 60.20 50.00 60 70.40 80.00
40 60.60 60.00 80 80.20 100.00
50 70.00 70.00 100 90.00 110.00
60 70.40 80.00
70 70.80 90.00
80 80.20 100.00
90 80.60 110.00
100 90.00 120.00

Figura 5.4. Tablas elaboradas por los equipos 3y 1 para la tarea “Planes tarifarios”.

Después Nicolds le pregunté a Tere si podia explicar la manera en que los miembros de
su equipo encontraron la respuesta utilizando su tabla (tabla del equipo 1 de la figura 5.4).
Comenté que decidieron hacer incrementos de 20, porque comenzaron aumentado 1 y eso
fue muy lento. Explicé: “Tal vez hubiéramos seguido mds alld de los 100 minutos porque no
vimos que sucediera nada, pero el profesor nos pidié que observdramos nuestros niimeros y
viéramos si podfamos encontrar un punto en donde A fuera més costosa que B y otro en el
que A fuera més barata que B. Luego vimos que A era mayor en 40 y menor en 60. Pero no
estdbamos seguros de lo que esto significaba, asf que tomamos la graficadora y tecleamos los
datos de la tabla para graficar. As{ pudimos ver que las rectas se cortaban en el minuto 50,
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justo ente 40 y 60”. Nicolds le pregunté a Tere cudl era el significado de eso. Respondié: “B
era mds barata antes de los 50 minutos, y A era mds barata después”.

En ese momento, Nicolds Barrios decidié pasar a la gréfica. Sefalé el bosquejo que el
equipo 2 habfa hecho (mostrado en la figura 5.5) e invité a la clase a que tuviera en cuenta lo
que el grupo debid haber llevado a cabo para trazar el bosquejo. Luego entabld el siguiente
didlogo con sus estudiantes:

0 80

Figura 5.5. Bosquejo de las graficas hecho por el equipo 2 para los dos planes tarifarios.

Maria: Estoy pensando que si observas la tabla, puedes ver que ellos tal vez
dedujeron lo que el costo aumentd, asi queee... ademds se mantiene
en la misma cantidad, asi que debe ser lineal, y ya que tenfa un punto
de interseccidn, ellos hicieron que se cruzaran.

Profesor Barrios:  ;Qué otra cosa les ayudd a trazar esta gréfica, este pequeno bosquejo?

Ricardo: Lo que les ayudd, pueees, conocer a la Compafia A y a la B; comenza-
ron con ese 50 y ese 20.

Profesor Barrios:  Bien, asi que las compafifas A y B empezaron con $50 y $20, sy como
reflejaron eso en la grafica?

Ricardo: Porque desde donde estd el 0, sélo subieron 2 y 5 espacios.

Profesor Barrios:  ;Qué significa eso?

Ricardo: Que si no hablas ni un minuto, de todas formas tienes que pagar la renta.

Profesor Barrios:  Muy bien, asi que, scudl dirfas que es la Compania B, con base en lo que me
estds comentando? Ya que ellos no las etiquetaron, acércate y muéstrame.

Mercedes: Es ésta, justo aqui [senala la recta mds gruesa de la figura 5.5].

Proﬁsor Barrios:  Bueno, ;y por qué escogiste esa recta para la Compania B?

Mercedes: Porque la Compania B comienza en 20 y es donde la pusieron... en 20.

Profesor Barrios:  De acuerdo [se dirige al equipo 2, cuyos miembros trazaron la grifica). ;Es
lo que pensaron cuando bosquejaron su gréfica?

[Los estudiantes del grupo 2 asintieron y algunos dijeron: “Stii”).
Profesor Barrios:  Muy bien, ahora sélo quiero volver a una cosa mds de la gréfica. Marfa
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Maria: Lo deduje de la tabla, de c6mo la Compania A y la Compafiia B siguen
constantes ...

Profesor Barrios:  Ajda...

Maria: Si, y se mantienen en la misma cantidad, asi que por eso estoy pensan-
do que son lineales.

Profesor Barrios:  De acuerdo. ;Alguien quiere afiadir algo mds a esto?

Jaime: Sé lo que ella quiere decir porque puedes expresar eso en la tabla. Se
mantiene siempre en la misma cantidad y nunca cambia. Como para
la Compaiifa A, se mantiene en 4 centavos: 4 centavos por minuto.

César: Es un patrén.

Jaime: Por eso la grafica es una recta.

Profesor Barrios:  Pero, ;cémo son constantes los 4 centavos en la tabla? No estoy viendo eso.

Tére: Bueno, nuestra tabla aumenta a 80 centavos por 20 minutos, pero es lo

mismo que 4 centavos por minuto. Es lo que tenfamos cuando empe-
zamos, pero luego cambiamos.

Profesor Barrios:  Muy bien. Eso significa que si algo aumenta en la misma cantidad,
ssiempre va a ser lineal?

///»]

[ Todlos los estudiantes estdn de acuerdo y muchos dicen: “Stii”.

Profesor Barrios:  De acuerdo, salguien puede decirme si al ver la ecuacién [seriala la ecua-
cion en el cartel del grupo 4: C = .04m + 5], podriamos o no podriamos
saber si serd lineal?, ;0 no?

Tomds: Porque siempre se va a multiplicar por lo mismo.

Profesor Barrios:  Siempre se va a multiplicar por lo mismo. ;Qué es lo que se estd multi-
plicando por lo mismo?

Tomds: Por cada minuto que t pones en lugar de 72, multiplicas el costo por 4
centavos por minuto.

Después Nicolds pregunté a todo el grupo qué significado tiene el punto de interseccién
en el problema. Yolanda contesté voluntariamente que el punto de interseccion es donde las
dos rectas se cruzan. Nicolds estuvo de acuerdo pero le pregunté cudl era su significado en
términos del problema. Yolanda explicé que es el momento en que los planes cuestan lo mis-
mo. Nicolds sefial6 el minuto 0 para el plan A y el 30 para el plan B (véase la tabla del grupo
3 en la figura 5.4) y pregunté a todos: “;No costaron aqui también lo mismo?” Yolanda
respondid: “Si, as{ es. Pero no son la misma cantidad de minutos. En donde se cruzan son
los mismos minutos y el mismo costo”.

En este momento, Nicolds comenté que queria regresar al punto en el que Tere habia
intervenido antes. Recordé al grupo que habfa dicho que B era mds barata antes de los 50
minutos y que A era mds barata después. Pidié a los estudiantes que consultaran con el
compafiero de al lado y conversaran 2 minutos sobre si estaban de acuerdo o no con este
enunciado y que dieran sus razones. Una rdpida encuesta en los equipos indicé que todos
estaban de acuerdo con lo que Tere habia dicho, pero casi todos no estaban seguros de po-
der explicar su propio razonamiento. Guillermo se ofrecié como voluntario para tratar de
hacerlo. Comenzé diciendo: “Pensamos que tiene algo que ver con el hecho de que la que
cobra mayor renta cuesta menos por minuto”. César saltd para comentar: “Asi que la que
cobra mds, cuesta mds si s6lo hablas poco tiempo, pero si hablas mds, a la larga se vuelve
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mds barata. Es como si la renta se repartiera entre mds minutos”. Nicolds le pregunté a Lili
si se podifa ver eso en el bosquejo de la gréfica. Respondié: “Bueno, puedes ver que el plan
A comienza en 50 y sube, y el plan B comienza en 20 y aumenta. Pero B estd mds inclinada
que A, asi que sube mds rdpido”. Nicolds pregunté: “;Por qué sube mds répido?” Lili contestd
que sube mds rdpido porque el costo por minuto es mayor. Nicolds resumi6: “Asi que César
y Lili estdn haciendo énfasis en que si bien el plan A cuesta mds que el B para cero minutos,
en vista de que su costo por minuto es menor que el del plan B, en algin punto serd mds
barata. Y ya hemos determinado que ese punto es el de 51 minutos. ;Alguien tiene alguna
pregunta?” Leticia comentd: “;Asi que estd diciendo que, sin importar la renta que sea, el
plan en el que los minutos cuesten mds barato serd el mejor?” Nicolds se percaté que ésa era
una muy buena pregunta y la escribié en el pizarrén de al lado.

Nicolds comentd al grupo: “Como tarea para casa quiero que esta tarde respondan a la
pregunta de Leticia y proporcionen algunos ejemplos de planes que apoyen su punto de
vista”. Les dio cinco minutos para que escribieran la pregunta en sus cuadernos. Si bien tenfa
pensado que los estudiantes hicieran sus nuevos planes tarifarios como tarea (por ejemplo,
un plan que en todo momento fuera mds barato que los planes A y B; un plan que siempre
fuera mds caro que los planes A y B), consider6 que las ideas a las cuales deseaba que sus
estudiantes abordaran surgirian al analizar la pregunta de Leticia.

Luego Nicolds pidié a Tomds que explicara la manera en que el equipo 5 formulé sus
ecuaciones (para el plan A: ¢ = .04 + 50; para el plan B: ¢ = .10 + 20). El dijo: “Bueno,
sabiamos que cada minuto era de 4 centavos para el plan A y de 10 para el B, asi que necesi-
tdbamos multiplicarlos por el niimero de minutos (72) y luego sumar la renta mensual, pues
ésta no cambia”. Dado que s6lo dos grupos formularon ecuaciones, Nicolds quiso asegurarse
de que los demds estudiantes comprendiesen lo que Tomds estaba describiendo. Les pregun-
t6 a los estudiantes de los equipos 1, 2, 3 y 4 (quienes comenzaron elaborando tablas y en
absoluto formularon ecuaciones), lo que pensaban respecto de lo que Tomds estaba diciendo.
Dario dijo: “Bueno, es lo que hicimos para elaborar nuestra tabla, pero solamente que no lo
escribimos de esa forma, pero tiene sentido”. Cristina comenté: “Creo que lo entiendo, en
tanto sepa lo que ¢y 7 se supone que sean”.

Nicol4s también pidi6 al grupo que se centraran en la ecuacién del plan A y que expli-
caran en dénde se ubicarfan en la gréfica y en la tabla .04 y 50. Tere explicé: “Es como dije
antes. Es la cantidad por la que la tabla aumenta. En nuestra tabla sube 80 centavos cada vez,
pero por cada 20 minutos, asi que es lo mismo que 4 centavos por minuto. Cuando comen-
zamos nuestra tabla, encontramos que para 1 minuto se tenfa $50.04 y para 2 era $50.08,
asi se podian ver mejor los 4 centavos”. Nicolds preguntd a los integrantes del equipo 3 en
dénde estaban en su tabla los 4 centavos (véase figura 5.4). Yolanda respondié diciendo que
el costo aumentd 40 centavos para 10 minutos, asi que era lo mismo que 4 centavos por
minuto u 80 centavos para 20 minutos.

Nicolds pregunté: “;Qué hay de los $502” Algunos estudiantes murmuraron casi de in-
mediato “cero minutos”. Dijo: “Estoy oyendo ‘cero minutos’. ;Alguien quiere explicar eso?”
Nicolds llamé a Cristina, quien habfa estado muy callada. Ella respondié: “El costo de cero
minutos es $50. Puedes verlo en todas las tablas aqui, y en las gréficas es en donde la recta
cruza al eje y”. Nicolds vio un aula en donde todas las cabezas se inclinaban, lo cual interpretd
como un asentimiento.

La clase estaba a punto de terminar y Nicol4s tenfa una tltima pregunta antes de que los
estudiantes se retiraran. Sefialé la gréfica que el equipo 5 trazé (mostrada en la figura 5.6)
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Lo que intenté Nicolds Barrios para esta leccién es que sus estudiantes: (1) reconocieran que existe un
punto de interseccién en las ecuaciones lineales de dos rectas tnicas no paralelas, justo donde las dos fun-
ciones tienen los mismos valores x y ; (2) comprendieran que las dos funciones “intercambian posicio-

nes” en el punto de interseccidn y que la que estaba “arriba” antes de ese punto, ahora estd “abajo” después
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y le pregunté a todo el grupo cémo es que ese equipo (el de Tomds) la habia obtenido sin

elaborar una tabla.
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Figura 5.6. Grafica del equipo 5 para la tarea “Planes tarifarios”.

Carla dijo: “Bueno, sabfan en dénde comenzaban las rectas, ya que sus ecuaciones tenfan
+50 y +20. Pero no alcanzo a ver cémo obtuvieron algtin otro punto”. Nicolds le pidi6 a
Tomds que explicara cémo habia determinado su equipo los otros dos puntos (100,90) para
el plan Ay (100,120) para el B. Tomds comentd: “Bueno, sabiamos que necesitdbamos
dos puntos para tener una recta y sélo tenfamos uno. Asi que solamente escogimos 100.
Sustituimos 100 en nuestra ecuacién y obtuvimos el otro nimero”. Carla pregunté: “;Por
qué eligieron 1002”. Tomds contesté: “En realidad fue idea de Jaime”. Este salté de su silla
y dijo: “Bueno, me parecié que serfa ficil de multiplicar. Pudimos elegir cualquier ndme-
ro”. Nicolds pregunté: “;Qué hubiera pasado si Jaime hubiese escogido 40 en vez de 100?
;Habria algiin cambio?” Mercedes respondié: “Hubiéramos seguido teniendo dos rectas,
pero no se hubieran cruzado adn. Asi que sélo hubiéramos tenido que alargarlas™.

En ese momento, sélo quedaba un minuto para finalizar la clase. Nicol4s agradecié a todo
el grupo por la buena discusién y les recordé la tarea; también les dijo que podian utilizar
este tltimo minuto para comenzar a reflexionar sobre como querfan responder la pregunta
de Leticia.

Analisis de la conexion en el caso
de Nicolas Barrios

del punto de interseccidn, debido a que la funcién con una menor razén de cambio a final de cuentas serd
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la que mds se aproxime al eje x, y (3) generaran conexiones entre las tablas, las gréficas y las ecuaciones
que posibiliten identificar la pendiente y la interseccién con el eje y en cada representacién. Mediante su
trabajo de anticipacién, monitoreo, seleccidn y secuenciacién, Nicolds pudo realizar conexiones entre las
distintas estrategias utilizadas por sus estudiantes y entre éstas y las ideas centrales de la leccién.

Aunque resulta evidente que los estudiantes de Nicolds pudieron elaborar tablas, ecuaciones y grafi-
cas que les permitieran responder la pregunta planteada por la tarea “Planes tarifarios”, ésas no eran sus
metas principales. Mds bien, la pregunta (a saber: ;en qué momento se ahorraria dinero al suscribirse
en la Compania A?), constituyé un medio para que salieran a la luz ideas relacionadas con el punto de
interseccién, la pendiente y la interseccidn con el ¢je y, asi como con el comportamiento de los sistemas
de ecuaciones lineales. Resultaron fundamentales para la leccién de Nicolds las preguntas que planted
con el propésito de comprometer a sus estudiantes en la labor de dar sentido a la situacién y para que
observaran la forma en que representaciones tan diferentes brindan pistas para saber el comportamiento
de las funciones. También resulta valioso examinar la manera en que Nicolds ayudé a sus estudiantes a

que efectuaran conexiones importantes haciendo publicas y explicitas las ideas matematicas.

Ideas matematicas: el significado del punto
de interseccion

La primera meta de Nicolds fue que los estudiantes reconocieran que el punto de interseccién es el lugar
donde dos funciones tienen los mismos valores x y y. Algunos hicieron referencia al hecho de que ambos
planes cuestan lo mismo para los 50 minutos (lineas 280-281; 290) y eso sucedia en donde las dos rectas
se cruzaban (lineas 291-292; 307-308). En realidad Marfa utilizé la expresién “punto de interseccién”
por primera vez (lineas 316-317) al describir el modo en que la tabla ofrecia pistas para saber cémo serfa
la gréfica. Si bien quizd se tenia una comprensién implicita del punto de interseccién, Nicolds pregunté
sin rodeos al grupo qué significaba para el problema el punto de interseccién (lineas 363-365). Luego
apresuré a Yolanda hasta lograr que estableciera que es el punto en donde “ambos (el costo y los minutos)
eran lo mismo” (lineas 368-370). Por tanto, Nicolds la ayudé a conectar de manera explicita la idea de
que los dos planes tienen los mismos valores xy y en un punto, de que las dos rectas se cruzan en el punto

de interseccién y lo que éste significa dentro del contexto del problema.

Ideas matematicas: las funciones intercambian posicion en el punto
de interseccion

La segunda meta de Nicolds para la leccién consistié en que sus estudiantes comprendieran que dos fun-
ciones “intercambian posiciones” en el punto de interseccion. Esta idea surgi6 primero cuando Tere esta-
ba explicando la forma en que su equipo determiné en qué momento la Compania A serfa mds barata que
la B: “B era mds barata antes de los 50 minutos, y A era mds barata después” (lineas 372-373). Aunque
Nicolds no se detuvo en esto de inmediato, volvié a esa idea mds adelante y les pidié a los estudiantes que
analizaran si estaban de acuerdo o en desacuerdo con la afirmacién de Tere y que dijeran por qué (lineas
373-375). Esto propicié que los estudiantes especularan que el fenémeno se relacionaba con el hecho
de que la compania con una renta mayor costara menos por minuto (lineas 378-379), que la que inicia
con una tarifa més alta y que a la larga resultarfa mds barata (lineas 379-380), y que el plan B tiene mayor
“inclinacién” que el A, y en consecuencia aumenta con mayor rapidez (lineas 399-401). Lo que resultd
fundamental para este andlisis fue el resumen hecho por Nicolds de las ideas que estaban en discusién
(lineas 385-388): “Asi que César y Lili estdn haciendo énfasis en que si bien el plan A cuesta mas que el B
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para cero minutos, en vista de que su costo por minuto es menor que el del plan B, en algiin punto
serd mds barata. Y ya hemos determinado que ese punto es el de 51 minutos. ;Alguien tiene alguna
pregunta’ En ese punto, Nicolds consolidé las ideas que se habfan presentado mediante un enunciado
claro y conciso, haciendo que los estudiantes lo reconsideraran. Al dejarlo abierto para una exploracién
adicional, estaba invitando a los estudiantes a que continuaran lidiando con la idea, a fin de ver si podian
darle sentido. Esto dio pauta para la pregunta de Leticia respecto de que si dicha idea podria generali-
zarse estableciendo que sin importar cudl fuese la renta mensual, convendria mds un plan que tuviera el
costo por minuto mds barato (lineas 389-390). Nicolds se percaté que era una idea importante y decidié
dejar que los estudiantes la exploraran como tarea para la casa mediante la elaboracién de planes que
pudieran probar tal conjetura. Al hacer esta jugada, Nicolds reconocié la importancia de la contribucién
de Leticia, brind6 una oportunidad para que los estudiantes exploraran de manera independiente la
idea —de modo que pudieran percatarse qué sentido le estaban dando—y diseid una tarea para casa que

se adecuaba bien a la leccién.

Ideas matematicas: elaboracion de conexiones
entre representaciones

La tercera y tltima meta de Nicolds para la leccidn tenfa que ver con que los estudiantes efectuaran co-
nexiones entre las tablas, las gréficas y las ecuaciones y pudiesen identificar la pendiente y la interseccién
con el eje y en cada representacién. Dos de sus movimientos clave hicieron visibles las conexiones. En
primer lugar, invit6 a los estudiantes a que reflexionaran cémo podrian esbozar una gréfica, sin trazar
puntos especificos (lineas 310-313). Este ejercicio los alentd a que pensaran de qué manera se conecta-
ban la tabla y la gréfica. Los estudiantes pudieron discernir que la tasa de cambio constante de las tablas
(lineas 314-316; 343-345) sefalaban que las funciones debian ser lineales, tener un punto en comdn era
senal de que las rectas se intersecarfan (lineas 316-317) y que el valor de los planes para el minuto cero
determinaria la interseccién con el eje y (lineas 319-320; 323; 325). Si bien el equipo 2 podria haber
explicado el modo en que trazé su grafica, resultaba poco probable que su explicacién hubiese incitado
a la clase a que reflexionara en el hecho de que la informacién dada en una representacién, hace clara
otra representacion.

El segundo movimiento de Nicolds que ayudd a sus estudiantes a que conectaran las representaciones
consistié en pedirles que explicaran en donde se podrian ubicar en la gréfica y en la tabla los valores .04 y
50 de la ecuacién para el plan A (lineas 410-411). Aqui los estudiantes comentaron cémo los 4 centavos
por minuto estaban implicitos en las tablas porque eran equivalentes a los 80 centavos que costaban 20
minutos (el incremento en la tabla del equipo 1 de la figura 5.4) y a los 40 centavos que se pagaban por
10 minutos (el aumento en la tabla del equipo 3 en la misma figura). Ademds, analizaron que $50 era
el valor de cero minutos en las tablas y que representaba la interseccién con el eje y en la gréfica (lineas
421-423). Una conexién que Nicolds y sus estudiantes al parecer no hicieron explicita es la ubicacién de
.04 en la gréfica. Una pregunta especifica que abordase este asunto hubiese conducido a una discusiéon
mis explicita de la pendiente concebida como tasa razén de cambio en las funciones y el modo en que
representa el grado de “inclinacién” en las graficas.

En esta tarea en particular, llevar a cabo conexiones entre distintas representaciones (una meta de la
leccién) se vincul6 de manera directa con llevarlas a cabo hacetlas entre los trabajos presentados por dis-
tintos estudiantes. Por ejemplo, cuando se alentd a que los estudiantes idearan la forma en que pudieran

hacer un bosquejo de una gréfica sin trazar puntos, hicieron conexiones entre el trabajo que la mayoria
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del grupo habia llevado a cabo cuando elaboraron tablas y el realizado por el equipo 2 al trazar su gréfica.
Al estimularlos a que analizaran dénde identificarfan a .04 y a 50 en las distintas representaciones, los
estudiantes transitaron entre las ecuaciones que el equipo 5 construy6 vy las tablas y grificas que otros
equipos presentaron.

Resulta importante notar que no siempre emergen de manera nacural, a partir de la discusidn, las
conexiones entre las soluciones, como al parecer si lo hacen en esta situacién. Véase por ejemplo la tarea
“Impar + impar = par” que analizamos antes. No resulta claro que los estudiantes se hubiesen percatado
de manera espontdnea que cada solucién (véase figura 5.2) tiene que ver con dos ideas bésicas: que un
numero impar tiene un 1 adicional, del que carece un ndmero par, y que un nimero par es divisible
entre 2. De igual forma, es poco probable que en el grupo del profesor Canales, los estudiantes automd-
ticamente se percataran que el factor de escala de 6 y que el valor unitario de 2.5 resulten fundamentales
para las soluciones. Hacer visibles estas ideas mediante el planteamiento de preguntas especificas, servirfa

para conectar las distintas soluciones entre si y a éstas con las ideas matemadticas de la leccién.

Conclusion

Si bien la anticipacién y el monitoreo garantizan que los docentes reflexionen concienzudamente sobre
lo que los estudiantes pudieran hacer y decir; amén de que hayan puesto una meticulosa atencién al pen-
samiento del estudiante durante la leccién, es mediante la seleccidn, la secuenciacién y la conexién que
los profesores garantizan que las ideas clave se hagan publicas, de tal manera que todos los estudiantes
tengan la oportunidad de dar sentido a los conceptos matemdticos. Aunque existen muchas formas de
seleccionar, secuenciar y conectar las respuestas, estas decisiones deben guiarse por lo que el docente estd
tratando de cumplir en la leccién. Por lo tanto, las metas de la leccién sirven como un faro hacia donde
toda actividad se encamina. Como Hiebert y sus colegas (2007, p. 51) lo enuncian: “Formular metas de
aprendizaje claras y explicitas prepara el terreno para todo lo demds”.

En el caso de Nicolds Barrios, observamos a un maestro que tomé muy en serio esta idea. Identificé
con nitidez sus metas con anterioridad en el proceso de planificacién y nunca las perdié de vista, mien-
tras se movia a través de la implementacién real de la leccién. Aunque podrfamos sefialar algunas cosas
de la leccién que pudieran perfeccionarse, el enfoque claro de Nicolds respecto de lo que queria lograr,
lo condujo a seleccionar, secuenciar y conectar las respuestas de una manera en que las ideas que de-
seaba que los estudiantes abordaran se ubicaron en el foro publico. Hatano e Inagaki (1991, p. 341)
sostienen que: “un grupo, en cuanto totalidad, a menudo tiene una base de datos mds abundante para la
resolucién de problemas, que cualquiera de sus miembros. Es probable que ningtin miembro individual
adquiera o tenga acceso expedito a todos los fragmentos de informacidn necesarios, pero cada fragmento
pertenece al menos a un miembro del grupo”. En consecuencia, durante la discusién grupal todos los
participantes tienen la oportunidad de “adquirir mds fragmentos de informacién sobre el asunto que
estd a discusion y comprenderlo de manera mds profunda” (Hatano e Inagaki, 1991, p. 346). Aunque
Nicol4s necesitard hacer un trabajo adicional para evaluar lo que cada estudiante particular aproveché
de la discusi6n, es probable que la tarea para casa que les asigné brinde pistas que le ayuden a disefiar
lecciones subsecuentes.

En los capitulos 4 y 5, nuestra atencidn se ha centrado en el modo en que se utilizan las cinco practi-

cas para orquestar una discusién productiva. Como resultado de este enfoque especifico, no abordamos
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en forma explicita otros factores que contribuyen al éxito de dichas pricticas. En el siguiente capitulo,
nos centraremos meticulosamente en dos aspectos de la orquestacién de una discusién que merece una
atencién mds cuidadosa: plantear preguntas que se centren en ideas importantes y hacer responsables a

los estudiantes de su participacién activa en la leccidn.

iINTENTE ESTO!

- Ensenie la leccion que planifico al final del capitulo 4. Recopile datos utilizando la tabla de moni-
toreo que elaboré y después sefale las soluciones que elegird y el orden en el que secuenciara las
presentaciones.

+ Tal vez desee grabar un archivo de audio o video de la discusién, de manera que pueda reflejar
hasta qué punto usted pudo hacer conexiones entre las diferentes soluciones y entre éstas y las
ideas matematicas que eran centrales en la leccion.
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C(omo asegurar el pensamiento
y la participacion activos: plantear preguntas
adecuadas y hacer responsables
a los estudiantes

as cinco précticas pueden ayudar productivamente a los docentes en el manejo de las discusiones en

el aula, pero no deben permanecer aisladas. Ya hemos analizado la importancia de preparar metas

de aprendizaje apropiadas para los estudiantes y de seleccionar tareas educativas que les ofrezcan
oportunidades para pensar y razonar. Ademds, los maestros requieren desarrollar diversas formas para in-
teractuar y comprometerse con los estudiantes mientras trabajan en tareas y comparten su pensamiento
con otros compafieros. Esto incluye contar con un repertorio de tipos especificos de preguntas que puedan
canalizar el pensamiento de los estudiantes hacia las ideas matemdticas esenciales, asi como con métodos
para hacerlos responsables de normas rigurosas basadas en la disciplina, que sirvan para comunicar su pen-
samiento y razonamiento.

Por qué la forma en que los docentes interacttian con los estudiantes es tan importante que merece un
capitulo aparte? Lo que los estudiantes aprenden se entrelaza con el cdmo lo aprenden. Y gracias a la naturaleza
de las interacciones en el aula que se dan entre los maestros y entre éstos y los estudiantes, es que se prepara el
escenario para el cdmo del aprendizaje. Los profesores debieran interactuar con los estudiantes, y éstos con otros
estudiantes, en una variedad de maneras que van desde simples sesiones de preguntas y respuestas breves hasta
exploraciones mds profundas de los conceptos e ideas matemdticas. Cada uno de estos estilos de interaccién
estd vinculado con diversas oportunidades para el aprendizaje del estudiante.

El propésito de este capitulo es doble: ayudar a los docentes a que desarrollen buenas habilidades de cues-
tionamiento para que los estudiantes asuman el reto de pensar en niveles mds profundos, y presentar a los
profesores un conjunto de posibilidades discursivas que contribuyan a hacer responsables a los estudiantes por
su pensamiento y comunicaciéon durante las discusiones en el aula. Comenzamos identificando e ilustrando
preguntas que puedan fomentar el pensamiento de los estudiantes. Después de ofrecer un breve fragmento de
la discusién en un aula de la maestra Regina Quifones, de cuarto grado, analizamos diversos tipos de preguntas
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que plantea la profesora. En la segunda parte de este capitulo, presentamos acciones que los docentes
pueden utilizar para promover la participacién de los estudiantes en las discusiones grupales. Se presen-
tardn unos cuantos movimientos discursivos confiables como estrategias para alentar la responsabilidad

con la disciplina, la comunidad y el pensamiento riguroso (Chapin, O’Connor y Anderson, 2003).

Plantear preguntas adecuadas

Quizd la mds antigua forma de cuestionamiento y la mds empleada por parte del docente es lo que suele
referirse como el modelo IrE, en el que los maestros inician una pregunta, el estudiante responde (a menu-
do con dos o tres palabras) y el docente evaliia su respuesta como correcta o incorrecta (Mehan, 1979).
Los intercambios IRE no contribuyen mucho a que se profundice en la comprensién del problema que
el estudiante afronta; mds bien ensefian al estudiante a que adivine la respuesta que busca el profesor
mediante la formulacién de una pregunta. Es més, la autoridad para decidir si una respuesta es correcta
o incorrecta reside sélo en el docente y no en algin tipo de razonamiento basado en el contenido, lo
cual propicia que el estudiante dependa totalmente de otros en lo que respecta a juzgar la veracidad de
sus respuestas matematicas.

En la década de los noventa, conforme los docentes comenzaron a percatarse del valor que tenfa que
los estudiantes construyeran sus propios enfoques para resolver problemas cognitivamente fecundos,
comenzaron a desechar el modelo 1RE. Mds que decirles a los estudiantes lo que debian pensar vy si sus
respuestas eran correctas o incorrectas, los profesores querian fomentar el desarrollo de los estudiantes
en lo concerniente a ser pensadores, constructores y evaluadores activos de conocimiento. Por desgracia,
la mayoria de los docentes no estaban preparados y no sabfa con exactitud cémo hacer esto. Ademis,
muchos estudiantes no estaban listos para este tipo de interaccién. Pocos habfan tenido la oportunidad
de pensar concienzudamente en las tareas matemdticas; estaban acostumbrados a que se les mostraran
los pasos que debian seguir para resolver un problema y luego aplicarlos a un conjunto de problemas
similares. Incluso a menos estudiantes se les pedia representar o comunicar su pensamiento; a menudo
se verificaba su trabajo s6lo para determinar si las respuestas eran correctas o incorrectas, por lo que su
pensamiento usualmente pasaba desapercibido

A continuacidn, proporcionamos algunas sugerencias concretas de formas en que los docentes pue-
den inducir a los estudiantes a reflexionar con mayor ahinco en las tareas cognitivamente desafiantes.
Ciertamente, las preguntas adecuadas ayudan. Pueden guiar la atencién de los estudiantes hacia caracte-
risticas de un problema que se habian pasado por alto antes o pueden liberar su pensamiento de manera
que encuentren una nueva perspectiva de lo que se les estd pidiendo. Las preguntas adecuadas también
obligan a los estudiantes a que articulen su pensamiento de forma que sea comprensible para otro ser hu-
mano; a menudo dicha articulacién, en si y para si misma, acttia como un catalizador para el aprendizaje

La figura 6.1 presenta nueve tipos de preguntas utilizadas por los docentes. Estas —tomadas del and-
lisis de cientos de lecciones matemdticas hechos por Boaler y Brodie (2004)— cubren la gama completa
de preguntas que los profesores plantearon a los estudiantes durante las lecciones observadas. Lo que
Boaler y Brodie descubrieron fue que muchos maestros plantearon preguntas principalmente del tipo
1, un hallazgo que guarda consistencia con el modelo IRE analizado. Sin embargo, las clases donde los
docentes utilizaron un patrén més diversificado de cuestionamiento condujeron a un logro estudiantil

mis elevado.
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Sibien Boaler y Brodie utilizaron estos tipos de preguntas para documentar lo que estaba ocurriendo
en la clase de matemdticas, pueden resultar ttiles también para los docentes cuando se trata de ir més
alld de recopilar informacién o de guiar a los estudiantes a través de un procedimiento. Hemos hecho
énfasis en tres tipos de preguntas (filas 3, 4 y 5) que serfa importante plantear, pues pretenden subrayar
las ideas y relaciones relevantes (tipo 3), sondear el pensamiento del estudiante (tipo 4) y generar una
discusién entre los estudiantes (tipo 5).

También resulta trascendente lo que estas preguntas 7o hacen: no se apropian del pensamiento de
los estudiantes al proporcionar demasiada informacion, al “soltar” la respuesta o al dar un atajo para la
misma. Mds bien, dan sustento al pensamiento para permitir que los estudiantes reflexionen mds y con

mayor profundidad sobre las ideas que estdn a discusion.

Tipo de pregunta Descripcion
. ., . Requiere una respuesta inmediata.
Recopilar informacién, guiar a los estu- o .
1 ) , L Intenta con hechos o procedimientos conocidos.
diantes a través de un procedimiento. . . .
Permite a los estudiantes establecer hechos o procedimientos.
, Una vez que las ideas estén a discusion, permite el uso del
2 Insertar tecnologia. . -
lenguaje matematico correcto para expresarlas.
I . Senala las relaciones y significados matematicos subyacentes.
Explorar los significados y/o las relacio- . . .
3 .. Establece vinculos entre las ideas y las representaciones
nes matematicas. "
matemadticas.
4 Sondear, lograr que los estudiantes ex- Pide a los estudiantes que articulen, elaboren o clarifiquen
pliquen su pensamiento. ideas.
5 Generar discusion. Solicita contribuciones de otros miembros de la clase.
Senala las relaciones entre las ideas matemdticas y las mate-
6 Vinculary aplicar. madticas, asi como entre éstas y otras areas de estudio o de la
vida.
. . Amplia la situacion que se estd discutiendo hacia otras situa-
7 Ampliar el pensamiento. ) L . -
ciones en donde pueden utilizarse ideas similares.
Ayuda a los estudiantes a enfocarse en aspectos o elemen-
8 Orientar y centrar. tos clave de la situacion, a fin de permitir la resolucion del
problema.
Aborda aspectos externos de las matematicas, con el propdsi-
9 Establecer el contexto. L . S
to de permitir que se establezcan vinculos con esta disciplina.

Figura 6.1. Tipos de preguntas utilizadas por los docentes (tomado de Boaler y Brodie [2004, p. 776]).

Como se analizé en el capitulo 5, las preguntas deben plantearse en los momentos apropiados du-
rante las interacciones en el aula; tales momentos estdn determinados por las metas de la leccién y por
el progreso que los estudiantes muestran en el logro de dichas metas. Los docentes que se prepararon
meticulosamente, anticipando las respuestas de los estudiantes a las tareas educativas, estardn en una

mejor posicién para conocer cudndo y cémo utilizar estas preguntas.
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Exploracion de las preguntas en el aula de Regina Quinones

El siguiente fragmento (adaptado con permiso del Instituto para el Aprendizaje de la Universidad de
Pittsburg) se extrajo de una clase de cuarto grado de la docente Regina Quinones. La profesora y los
estudiantes habfan comenzado una unidad de geometria del texto “Matemdticas cotidianas” [Everyday
Mathematics]. Antes de comenzar la leccién que se muestra en el siguiente didlogo, los estudiantes clasi-
ficaron las figuras como poligonos y no poligonos e identificaron las caracteristicas de aquéllos. También
calcularon el 4rea de rectdngulos y cuadrados. La meta de la docente para esta leccién consisti6 en que
los estudiantes construyeran la férmula para determinar el drea de un tridngulo rectdngulo mediante la
manipulacién, sobre una hoja cuadriculada, de tridngulos rectidngulos prefabricados de cartén. Queria
que los estudiantes se percataran de que las 4reas de los tridngulos rectdngulos pueden calcularse ya sea
encajando el tridngulo en un rectdngulo y luego determinar el drea de éste y dividirla entre 2, o bien,
dividiendo uno de los lados del tridngulo entre 2 y luego multiplicindolo por el otro lado del tridngulo
(la férmula candnica del drea de un tridngulo rectdngulo: A = 42 bh).

Regina Quifiones habfa desarrollado una cultura de resolucién de problemas que animaba a los estu-
diantes a formular y descubrir modos de solucién y ademds los involucraba en discusiones concernientes
a tales modos. La siguiente discusién tuvo lugar después de que los estudiantes trabajaron en pequefos
equipos para determinar una férmula o regla a fin de calcular el drea de los tridngulos que se muestran
en la figura 6.2. A los estudiantes se les proporcioné papel cuadriculado, reglas, tijeras y tridngulos de
cartén para realizar su trabajo.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 6.1

Lea el fragmento de la clase de Regina Quifiones. Utilizando las preguntas tipo, sombreadas en la figura 6.1,
clasifique las preguntas de la docente que aparecen en la transcripcion.

Figura 6.2. Triangulos rectangulos que la maestra Quifiones dio a sus estudiantes.

Profesora Quiriones:  Muy bien, chicos, voy a interrumpirlos. Necesito que por un momento
pongan atencién a esto. Ademds, estoy escuchando todos esos hallaz-
gos que descubrieron y of que todos ustedes estaban diciendo algunas
cosas. Necesito que alguien que haya encontrado una regla o férmula

5 para calcular el drea de un tridngulo la comparta conmigo. Tamara...
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[al principio es inaudible]: ...Cuando calculamos... Tuvimos dos de
ellos aqui. Tuvimos la longitud multiplicada por el ancho que estaba
dividida entre 2.

[Escribe sobre un acetato: (/x a) + 2)]: ;Cémo llegaron a eso?

Porque cuando cortas el cuadrado a la mitad, tienes una mitad y pues
cuando tienes, pues 36, entonces es todo el cuadrado, asi que la mitad
es 18, asi que si tenfas otro cuadrado... cualquier otro, y ti multipli-
caste, mhhh, la longitud por el ancho, y luego lo dividiste a la mitad,
llegas a tu respuesta.

sCémo sabes que hay que dividir? ;De dénde deduces esta divisién
entre 2?2 Tengo curiosidad por saber c6mo llegaste a eso.

Cuando empezamos con todo el cuadrado, se tenfa 36. Pero luego lo
tuviste que cortar a la mitad para tener un tridngulo.

. LoD . o) 5
sPor qué...? Me pregunto, ;por qué tienes que hacer eso?

Porque, mhhh, porque asi tuvimos un tridngulo. Ahora sabemos cudn-
tas mitades hay. Y en cada una tenemos 18 para cada uno de nuestros
cuadrados.

Muy bien, asi que estds diciendo que el tridngulo abarca una mitad del
cuadrado, y puesto que pudiste calcular el drea de éste, s6lo tomaste la
mitad de € para determinar el drea del tridngulo, ;cierto?

Asies.

sHay otra forma de...? ;Alguien puede decirme o compartir conmigo
otra manera de que se pueda escribir la misma férmula y verificar si
funcionaria? Quique.

Mhhbh... La mitad... mhhh la mitad de la longitud por el ancho.
sEs lo mismo?

Siiiii.

[escribe: V2 (Ix a)]: ;David?

Siiii, porque cuando escribes 2, es otra forma de decir “la mitad”.

iAh!, cuando dices “dos”... ;Siempre que yo diga “dos”, estaré diciendo
“la mitad™?

No, cuando digas “el largo multiplicado por el ancho que estd divido
entre dos”.

iAh! “Dividido entre dos”.
Es como si dijeras: “multiplicado por la mitad”.

sQué tal si hice esto? Lo escribiré con rojo para que puedan verlo. ;Qué
tal si hice esto? [Escribe %5 (/x a) enseguida de (/x a) /2 en el acetato.]
sSignifica lo mismo? Necesito que alguien que no haya participado me
ayude. ;Piensan que significa lo mismo? ;Luis?

Creo que con ambas puede obtener 18, porque ambas son la misma cosa.

sCbémo lo sabes?
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Pienso que es lo mismo porque, mhhh, la mitad de la longitud multi-
plicada por el ancho es igual a 18. La mitad de 36 es 18. Creo que es lo
mismo porque, mhhbh, es s6lo otra forma de decir “36 dividido entre 2”.

;Todos estdn de acuerdo con Luis? ;Qué opinas Julidn?

Estoy de acuerdo con él: son la misma cosa. Tenemos la mitad del largo
multiplicada por el ancho. Es justo el opuesto de lo otro. Es sélo la
longitud multiplicada por el ancho y luego los dividimos entre 2.

Muy bien. Asi que podriamos expresar la férmula como (/ x a/2, o
como Y2 (/x a). Voy a pasar al siguiente problema. ;Cémo podemos
representar el drea de este tridngulo mediante una regla o férmula?,
;Angela? [Traza un tridngulo rectingulo con una altura de 6 y una base
de 8 cuadros en el papel cuadriculado que estd sobre el proyector, como
se muestra en la figura 6.2.]

Podrias convertirlo en un cuadrado y luego quitarle la mitad:
48/2 = 24. El tridngulo mide 24 cuadrados.

[La maestra Quifiones lleva a Angela hacia el proyector, donde dibuja un recténgulo de 6 x 8

cuadrados alrededor del tridngulo; la maestra escribe (I x )/2 al lado del dibujo de Angela.]

Profesora Quiniones:
Tania:

Profesora Quiniones:

Tania:
Profesora Quiniones:

Tania:

Profesora Quiriones:

Tania:

Profesora Quiniones:

Tania:
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Bien. ;Alguien puede darme otra forma de calcular el drea de este
tridngulo?

Se podria cortar la longitud a la mitad y luego multiplicarla por el
ancho.

Asi que ahora estds diciendo que puedo multiplicar la mitad de la lon-
gitud por el ancho. Ahora ya no estoy segura de dénde tienen que
colocarse los paréntesis o si incluso son necesarios. ;Puedo escribir esto
de la siguiente forma? [escribe %2 x I x a en el acetato del proyector]
Ajdaa.

:Cémo sabes que puedo hacer esto?

Porque V2 de 8 es 4 y 4 x 6 es 24. Es el mismo niimero que tenfamos
antes.

Asi que, gsiempre con esta férmula [sefiala V2 x /x 4] puedo obtener la
misma respuesta que con las otras dos que habiamos estado usando?
:Cémo podriamos estar seguros?

Carolina y yo cortamos la longitud a la mitad. Cuando colocamos
el pedazo pequefio en el tridngulo mds grande, pudimos formar un
rectdngulo. ..

Puedes acercarte al proyector y mostrarnos lo que quieres decir?

[Tania dibuja sobre un acetato y explica cémo ella y Carolina giraron
el “pedazo pequefio” y lo colocaron sobre la hipotenusa para formar
un rectdngulo con un largo que es igual a la mitad de la del rectdngulo

original de 6 x 8 (figura 6.3).]

Asi que el drea de este “nuevo rectdngulo” serd de 4 x 6 0 24.
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Figura 6.3. llustracion de cémo Tania justifica la formula 2 x I x a.

Profesora Quiriones:

90 Damidn:

Profesora Quiriones:

Damidn, ;puedes acercarte al proyector y, utilizando el diagrama de
Tania, repetir lo que dijo que Carolina hizo?

Cortaron el tridngulo en dos pedazos, en la marca que sefiala la mitad
de la longitud de la base: aqui. Luego tomaron el pedazo cortado y lo
colocaron, como una pieza de rompecabezas, acd arriba para formar un
nuevo rectdngulo. Si calculas el drea del nuevo rectdngulo, serd 4 x 6 0 24.

Gracias, Tania, y gracias, Damidn. Asi que Tania nos acaba de mostrar
cémo al tomar ¥2 del largo, o lo que Damidn llamé la base, y multi-
plicarla por el ancho, puede darnos exactamente la misma 4rea que si
tomamos ¥ del largo y la multiplicamos por el ancho del rectdngulo
mids grande. ;Hay otra manera? Jaime, hoy no te hemos escuchado.

[Después de una pausa considerable]: Puedes cortar el otro lado del
tridngulo a la mitad y tener de todas formas la misma respuesta.
:Nos puedes mostrar cémo? [Espera, mientras Jaime muestra el arreglo
mostrado en la figura 6.4.] Jaime, dinos por favor lo que hiciste.

Figura 6.4. llustracion de como Jaime justifica la formula V2 x a x /.

95
Jaime:

100
Profesora Quiriones:
Jaime:

105
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En vez de cortar los 8 abajo, corté el otro lado a la mitad. Con eso ob-
tuve 3. Luego volteé ese tridngulo pequenio y lo coloqué en la esquina.
Asi se formé un nuevo rectdngulo que media 8 x 3.
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Profesora Quiniones:  ;Cudl es la diferencia entre lo que hicieron Jaime y Tania?
Victoria: Tania tomé 2 de la base y Jaime tomé V2 del lado. En cualquiera de las

dos formas, obtuvimos la misma respuesta.

Profesora Quiriones:  ;Exacto! Si queremos llamar a la base “largo” y al lado “ancho” [senala
110 en el tridngulo de 6 x 8 su base y su lado, respectivamente], lo que Tania
y Jaime nos han mostrado es la equivalencia de estas dos f6rmulas [es-
cribe Vax /x a, y ¥2x ax [ en el acetato]. Y recuerden que antes vimos
que %2 x [x a era también lo mismo que (/x a) /2. Todas estas f6rmulas
son iguales y servirdn para obtener el drea de un tridngulo rectdngulo.

Analisis de las preguntas en el salon de clases
de Regina Quinones

Este fragmento proporciona ejemplos de algunos de los tipos de preguntas contenidas en la figura 6.1.
Usualmente el docente comienza a cambiar su estilo de interaccién al “probar” preguntas del tipo 5
“generar discusién”. Vemos que Regina Quifiones usa preguntas de este tipo en diversas coyunturas. Su
enunciado de inicio (lineas 4-5), “Necesito que alguien que haya encontrado una regla o férmula para
calcular el drea de un tridngulo la comparta conmigo”, resulta un buen ejemplo del modo en que los do-
centes pueden comenzar una discusién grupal, pidiendo ideas o estrategias de solucién a los estudiantes.
Un poco més adelante en la discusién (lineas 27-29), Regina Quifiones pide contribuciones adicionales
preguntando: “;Hay otra forma de...? ;Alguien puede decirme o compartir conmigo otra manera de
que se pueda escribir la misma férmula y verificar si funcionarfa?” Esta también es una buena forma
de abrir la puerta a contribuciones adicionales de los estudiantes, en particular a las estrategias alternati-
vas. También se pueden plantear preguntas que generan discusién para tratar de obtener contribuciones
de aquellos estudiantes que no participan, como se ilustra en las lineas 43-44, cuando la profesora ex-
presa que necesita oir a los estudiantes que todavia no han participado. Mds tarde, una vez mds da pauta
para la discusién valiéndose de preguntas generadoras, concernientes al segundo problema (el tridngulo
con altura de 6 unidades y una base de 8 unidades; lineas 57-59) y busca otras formas para determinar
el drea de un tridngulo (lineas 64-65).

Las preguntas que generan discusién son importantes, pero deben emplearse a la par con otros
tipos de preguntas para profundizar en la discusion. Las preguntas para sondear (el tipo 4 de la figura
6.1) pueden usarse para ayudar a los estudiantes a explicar su pensamiento (“;Cémo llegaron a eso
[(Ixa) + 2)]2”, linea 9 y (“;Cémo sabes que hay que dividir?”, linea 15). Ambas preguntas obligaron
a que Tamara articulara el razonamiento que estaba detrds de su pensamiento, al explicar que el tridn-
gulo puede concebirse como si estuviera dentro de un cuadrado de 6 x 6 y ocupara la mitad del drea
de dicho cuadrado. Utilizando su saber previo de cdmo calcular el drea de un cuadrado (/x @), Tamara
dividié el drea resultante (36) entre 2, a fin de calcular cudl serfa la mitad del 4rea del cuadrado, o sea
el drea del tridngulo.

Mis tarde, Regina Quifiones emple6 de nueva cuenta una pregunta para sondear, para averiguar si
el estudiante tenfa un concepto erréneo y, en caso negativo, para que representara con mayor claridad
su pensamiento. Después de que David por casualidad enuncié: “...cuando escribes 2, es otra forma de
decir ‘la mitad™ (lineas 33-34), Regina sondea: “;Ah!, cuando dices ‘dos’... ;Siempre que yo diga ‘dos’,
estar¢ diciendo ‘la mitad™?, lo cual resulta ser muy ttil, en vista de que David a continuacién aclara que

“dividido entre dos”es lo mismo que “multiplicado por la mitad”.
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La mayoria de los docentes descubre que las preguntas para sondear son tan féciles de emplear como
las que generan discusion y usualmente aprenden con rapidez ese estilo de cuestionar. También los es-
tudiantes se acostumbran rdpidamente a que se les pregunte los porgués y los cémos de su pensamiento
y con frecuencia los proporcionardn sin que se les pida. No obstante, los docentes necesitan aprender
el modo de discernir cudndo se espera que este tipo de preguntas reditde y cudndo no. Pedir a los es-
tudiantes que expliquen mds su pensamiento, tiene sentido s6lo si el problema tiene “recovecos” y si el
método de aproximacién del estudiante clarifica algunos conceptos o ideas subyacentes, como fue
el caso en el aula de Regina Quifiones. Tal vez se piense que la explicacidn del estudiante respecto de
que el tridngulo pudiese concebirse como la mitad de un cuadrado, aclaré el modo en que los estudian-
tes son capaces de utilizar lo que conocen de una forma novedosa, a fin de resolver algo que desconocen.
También surgieron y estuvieron disponibles para una discusién posterior los conceptos de drea y de lo
que significa tomar la mitad de algo.

Las preguntas de sondeo no tienen que exigir explicaciones discursivas. Hubo otro momento en
la leccién en el que resulté muy dtil una pregunta de sondeo cuando la profesora Quinones estaba
proponiendo publicamente un enigma al preguntar si siempre ¥2 x /x 4 darfa la misma respuesta que
Y5 (/x a). Después de que Tania hizo la observacién de que ella y su companera Carolina habfan utilizado
tijeras para cortar un tridngulo de 6 x 8 unidades para luego girar la pieza mds pequena, Regina sondeo
su pensamiento al pedir a Tania que mostrara en el proyector lo que habian llevado a cabo (lineas 83-84).
Esta exposicion publica sobre la forma en que la representacién geométrica y la simbélica “armonizaban”
constituyd un paso importante para consolidar la idea de que cualquiera de estas dos f6rmulas siempre
funcionaria con los tridngulos rectdngulos.

El fragmento de la leccién muestra que Regina Quifones usé preguntas del tipo 3 (exploracién de
los significados y/o relaciones matemdticas) en dos coyunturas criticas. En la primera, emple6 preguntas
del tipo 3 para remarcar la cuestidén de que dividir entre 2 es lo mismo que multiplicar por %2 (lineas
35-36; 39-42). El principio matemdtico general que viene a colacién aqui es que la multiplicacién por
una fraccién es lo mismo que dividir por su reciproco (a x b/c = a + c/b).

En el segundo caso la profesora empled, mds adelante en la leccién, preguntas del tipo 3 para ventilar
la idea de que ¥ (/x 4) es lo mismo que Y2 x /x a'y que ¥2 x a x /. Esta experiencia hace énfasis en las
propiedades conmutativas y asociativas de la multiplicacién. Por ejemplo, en las lineas 69-72, Regina
Quinones pregunta si puede escribir ¥2 (/x 2) como Y2 x /x a (pregunta, en otras palabras, si al agrupar
se cambia algo). Aunque no se refiere de manera explicita a las propiedades, los estudiantes estaban es-
tableciendo con claridad la equivalencia entre diversas maneras de secuenciar y agrupar los factores por
medio de su pensamiento y razonamiento.

Un poco mds adelante, Regina planted la pregunta “;Cémo podriamos estar seguros?” Es decir,
scé6mo podriamos saber con seguridad que siempre tendremos la misma respuesta utilizando ya sea
V2 (/x a) 0 Vax [x a (lineas 76-78)? Esta pregunta conduce a la demostracién de Tania de cémo al cortar
y girar el tridngulo se tiene exactamente la misma drea que al tomar %2 del tridngulo més grande de
6 x 8 unidades. La idea matemdtica que estd en juego aqui es la equivalencia, la cual se muestra de ma-
nera simbdlica utilizando las propiedades conmutativa y asociativa y de modo geométrico a través de
diagramas.
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Acciones para guiar la discusion y asegurar
la responsabilidad

Muchos docentes de matemdticas creen que los estudiantes aprenden compartiendo sus ideas, escu-
chando y criticando las ideas de otros y recibiendo de otros una critica a sus enfoques para la resolucién
de problemas. Las discusiones en el aula en donde estas actividades ocurren no surgen de la nada. Mds
bien, se planifican por medio de la anticipacién y el monitoreo; se orquestan a través de la seleccién, la
secuenciacién y la conexidn, y se llevan a cabo gracias a una habil utilizacién, por parte del docente de
acciones discursivas identificables.

Casi todas las buenas discusiones en el aula comienzan de la misma manera: invitando a un estudian-
te a que comparta la forma en que resolvié un problema particular. No obstante, después de la respuesta
inicial del estudiante, la discusién del grupo diverge: se separa en discusiones fructiferas (relativamente
raras) y en improductivas del tipo “mostrar y decir” (mucho mds frecuentes). Al parecer, invitar a los
estudiantes a que revelen su pensamiento es algo sumamente sencillo de aprender, y la mayoria de ellos
se adaptan. Hemos presenciado muchas discusiones grupales en las que un estudiante tras otro se para
enfrente del aula para explicar la manera en que resolvieron el problema. Sin embargo, suele suceder
que los docentes consideren que todas las presentaciones sean igual de buenas, hacen algunas preguntas
a los estudiantes y no vinculan entre si sus distintas presentaciones o las ideas matemdticas que estdn
investigdndose.

Resulta mucho mids dificil aprender la manera de dar seguimiento a las ideas que surgen en tales
representaciones de los estudiantes. La consecucién de esta habilidad distingue a los buenos docentes
de los novatos. En este libro hemos proporcionado sugerencias concretas para orquestar una discu-
sién productiva que se fundamente en las cinco précticas. Sin embargo, ademds de tales practicas, los
docentes requieren un conjunto de acciones que les ayuden a conducir discusiones grupales en las que
los estudiantes compartan su pensamiento entre ellos de una manera respetuosa y académicamente
productiva.

En esta seccién identificamos acciones particulares que los docentes eficaces emplean para ubicar ven-
tajosamente a los estudiantes tanto en su relacién entre ellos como en su relacién con las matemdricas.
Ubicarse en relacién con otros estudiantes implica sentir que se tiene derecho y que se espera que uno
cuestione y comente las ideas que otros han presentado, asi como esperar que se consideren con seriedad
las ideas, las preguntas y el entendimiento de uno. Situarse en relacién con las matemdticas significa sen-
tir que se tiene derecho y que se espera que uno plantee preguntas y llegue a conclusiones mediante una
pesquisa razonada de los conceptos, principios y métodos de la asignatura, en contraste con la simple
aceptacién de un modo acritico y superficial de aquello que se le dice a uno.

Si bien existen muchas acciones que los docentes pueden llevar a cabo para conducir discusiones
grupales productivas, en este libro hemos decidido enfocarnos en cinco: (1) el parafraseo, (2) pedir a los
estudiantes que replanteen el razonamiento de otro estudiante, (3) solicitar a los estudiantes que apli-
quen su propio razonamiento al razonamiento de un tercero, (4) alentar a los estudiantes a una mayor

participacién y (5) utilizar el tiempo de espera (Chapin, O’Connor y Anderson, 2003, pp. 12-16).
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Parafraseo oral

Las contribuciones de los estudiantes, sobre todo en los primeros intentos por que se den discusiones
en el aula, a menudo son dificiles de oir y con frecuencia de entender. Aun asf, los estudiantes necesitan
tener acceso a lo que un compafiero suyo haya dicho, si se espera que reflexionen y comenten al respecto.
Por esto, parafrasear oralmente una parte o toda la respuesta de un estudiante suele resultar una valiosa
accién para los docentes.

Cuando se parafrasea oralmente la contribucién de un estudiante, es importante que el docente evite
despojar al estudiante de su autoria. Si éste expresé la contribucién a un volumen muy bajo, el docente
s6lo deberd (después de brindarle al estudiante la oportunidad de decirla a mayor volumen) repetirla, de
modo que todos puedan escucharla. Si la idea no se expresé apropiadamente y por lo tanto resultd dificil
que la captaran otros estudiantes de la clase, el maestro deberd replantearla para hacerla mds comprensi-
ble, pero sin alterar la idea. Si se pone en duda el significado en su totalidad, el docente habrd de pedir al
estudiante que responda a la contribucién parafraseada oralmente y que verifique si es correcta o no lo es.

En las lineas 23-25, podemos encontrar en la clase de Regina Quifiones un ejemplo de parafraseo
oral de la discusién, concerniente a determinar el drea de tridngulos rectdngulos. Después de brindarle a
Tamara varias oportunidades para que explicara cémo sabia que al dividir el 4rea de un cuadrado entre
2 se obtentia el 4rea del tridngulo rectdngulo, la docente no estaba convencida de que Tamara hubiese
establecido con suficiente claridad su razén, de modo que todos los del aula “la hubiesen captado”. Por
eso parafrased la contribucién de Tamara diciendo: “Muy bien, asi que estds diciendo que el tridngulo
abarca una mitad del cuadrado, y puesto que pudiste calcular el drea de éste, sélo tomaste la mitad de
él para determinar el drea del tridngulo”. Después de replantear la docente su interpretacién de lo que
Tamara expres6, comprobé de nuevo con la estudiante la veracidad diciendo: “;cierto?”

Algunas veces el parafraseo oral puede realizarse de manera eficaz después de que varios estudiantes
ya hayan participado. Por ejemplo, durante la fase en la que se comparte y se resume, correspondiente
a la tarea “Planes tarifarios” y analizada en el capitulo 5, Nicolds Barrios quiso asegurarse de que los
estudiantes comprendieran por qué a largo plazo el plan A resultaba mds barato que el B. Algunos es-
tudiantes ofrecieron explicaciones parcialmente coherentes: César comenté: “Asf que la que cobra mds,
cuesta mds si s6lo hablas poco tiempo, pero si hablas mds, a la larga se vuelve mds barata. Es como si la
renta se repartiera entre mas minutos” (lineas 379-381). Un poco méds adelante, al hacer referencia a su
grafica, Lili dijo: “Bueno, puedes ver que el plan A comienza en 50 y sube, pero el plan B comienza en 20
y aumenta. Pero B estd mds inclinada que A, asi que sube mds rédpido... porque el costo por minuto es
mayor (lineas 384-387)”. Después Nicolds Barrios resumié: “Asi que César y Lili estdn haciendo énfasis
en que si bien el plan A cuesta mds que el B para cero minutos, en vista de que su costo por minuto es
menor que el del plan B, en algin punto serd mds barato” (lineas 385-386). Este parafraseo oral sirvié
para reafirmar el punto principal de que la caracteristica de “costo por minuto” de los planes era la razén
por la que, a la larga, el plan A fuese més barato que el B.

Solicitar a los estudiantes que replanteen el razonamiento
de otro

En vez de que los estudiantes hagan la pardfrasis oral de sus propias ideas, los docentes pueden pedir a
un tercero que reformule, con otras palabras, lo que un estudiante acaba de expresar. De nuevo, no se

trata de interpretar, evaluar o criticar la respuesta. El replanteamiento de la contribucién de un estu-
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diante por parte de sus compafieros significa que dicha contribucién resulta muy importante y vale la
pena subrayarla. De esta manera, el maestro le estd diciendo al autor que sus ideas se estdn tomando en
serio y ademds hace saber a los demds integrantes del grupo que tienen una segunda oportunidad para
aprender algo en verdad relevante, y que mds vale que estén preparados, pues alguno de ellos puede ser la
siguiente persona a la que le pida que replantee la contribucién de uno de sus compafieros. Un docente
debe pedir a un estudiante que replantee lo que otro expresd, solo si las ideas son claras y comprensibles.

Un ejemplo de c6mo un estudiante replanted lo que otro dijo se ilustra en las lineas 90-93 y 87, en la
discusién que propicié Regina Quifiones en el aula. Tania acababa de mostrar cémo ¥2 x /x @ se interpreta-
ba geométricamente, al cortar y girar un rectdngulo de 6 x 8 unidades. Era el momento clave en la discusion
porque vinculd la férmula canénica del drea del tridngulo rectdngulo [A = (V2 65)] con la representacién
geométrica que exponia el nuevo arreglo de las dos subdreas del tridngulo para formar un rectdngulo de
6 x4 unidades, con la misma drea. Al pedirle a Damidn que se acercara al proyector para reformular lo que
Tania acababa de hacer, la docente hizo énfasis en la importancia del trabajo de Tania, verificando si otros
estudiantes habian seguido su razonamiento y dando otra oportunidad a todos para que se percataran de la
relacién entre una representacion geométrica y otra simbdlica. Al utilizar un lenguaje que no era idéntico

al de Tania, Damidn proporciond a los estudiantes un acceso alternativo al razonamiento de ella.

Solicitar a los estudiantes que apliquen su propio razonamiento
al razonamiento de un tercero

Comparar el razonamiento propio con el de otros resulta importante para las discusiones productivas
en el aula. Algunas veces dos estudiantes descubren que estdn de acuerdo. Otras, que sus formas de
razonamiento podrian diferir, pero ambas son correctas. Esta experiencia ofrece una oportunidad para
descubrir c6mo dos senderos distintos pueden conducir a la misma comprensién o a la misma solucién.
Por tltimo, los estudiantes pueden percatarse de que sus razonamientos son diferentes de los de otros y
de que no estdn de acuerdo en las ideas o soluciones fundamentales de un problema, lo cual hace mani-
fiesta la necesidad de averiguar cudl es el razonamiento correcto.

Todos estos escenarios brindan a los estudiantes oportunidades para perfeccionar su comprensién de
las matemdticas y de la manera en que funcionan. Para los docentes, la clave reside en apremiar a sus es-
tudiantes para que den més que su consentimiento o su disenso y para justificar su acuerdo o desacuerdo.

En la leccién de los “Planes tarifarios” (capitulo 5), una de las metas que Nicolds Barrios estableci6
para los estudiantes consistia en llevar a cabo conexiones entre las distintas representaciones de los dos
planes tarifarios. Casi al final de la leccidn, él sabia que la mayorfa de los estudiantes habfan razonado
correctamente sobre la representacion en forma de tabla y, de igual forma, que aquellos que habian rea-
lizado representaciones simbdlicas (ecuaciones) también habian razonado bien. Ahora queria que fuesen
capaces de “encontrar” su razonamiento dentro del “espacio” de la representacién de otros.

Nicolds Barrios le pidi6 a Tomds que explicara la manera en que su equipo obtuvo la ecuacién de cada
plan (lineas 430-431). Cuando éste terminé de explicar el modo en que su equipo utilizé en cada plan
el costo por minuto para multiplicarlo por el total de minutos y luego sumarle la tarifa mensual para
obtener las ecuaciones, el profesor pregunté a otros equipos —los estudiantes que comenzaron usando
tablas y que no formularon ecuaciones— qué pensaban sobre lo que Tomds estaba diciendo. En esencia,
les pidié que aplicaran su propio razonamiento respecto de las tablas al razonamiento del equipo de
Tomds sobre sus ecuaciones. Esto propicié una buena discusién en la que uno obtendria el coeficiente

de 7 (.04 para el plan A) y la tarifa mensual constante en las tablas (Iineas 432-439).
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De igual forma, Regina Quinones deseaba asegurarse (linea 50) de que todos estuvieran de acuerdo
en cuanto a la equivalencia de ¥2 (/x a) y (/x 4)/2. Después de que Luis afirmé que las dos expresiones
eran iguales y lo justific, la profesora pregunté: “;Todos estdn de acuerdo con Luis? ;Qué opinas,
Julidan?” Este procedi6 a dar su versién del porqué las expresiones son iguales: “Estoy de acuerdo con
él, son la misma cosa. Tenemos la mitad del largo multiplicada por el ancho. Es justo lo contrario de lo
otro. Es sélo el largo multiplicado por el ancho y luego los dividimos entre 2”. En este caso, el razona-
miento de todos los estudiantes concordaba (asi como con el de los dos anteriores participantes: Quique
y David), pero cada estudiante enuncié el caso de una manera distinta. En vista de que la equivalencia
de estas dos expresiones constituia un punto importante que debia establecerse antes de continuar la
leccién, el hecho de que los estudiantes aplicaran su propio razonamiento al de otros estudiantes, resulté
ser una forma en que Regina Quinones propicié que se diera sentido a esta idea y se apuntalara y a que
se haya formulado de maneras distintas.

Alentar a los estudiantes a una mayor participacion

Después de poner sobre la mesa de discusién algunas ideas iniciales, se puede pedir que se integren mds
estudiantes. La discusion se enriquece si se fomenta que contribuya un mayor nimero de estudiantes.
La invitacién para que haya un mayor grado de participacién puede extenderse de una manera abier-
ta-cerrada, cerca del momento de cierre de un punto importante (“;Alguien piensa distinto o quiere
comentar algo sobre lo que hemos estado hablando?”), o de un modo mds estratégico. Por ejemplo, en
el capitulo 5 observamos que Nicolds Barrios estaba tratando de que sus estudiantes consideraran lo que
aquellos estudiantes que trazaron gréficas para los dos planes tarifarios pudieron haber utilizado como
el fundamento para sus bosquejos. Después de discutir la manera en que los estudiantes supieron coémo
colocar los puntos en (0,20) y (0,50), la conversacidn se encauzé hacia la observacion de que las gréficas
eran lineas rectas. Cuando Nicolds Barrios apremi6 a Marfa para que explicara por qué habia afirmado
que la gréfica era lineal, obtuvo una respuesta a medias: “...se mantienen en la misma cantidad, asi
que por eso pensé que son lineales” (lineas 340-341). En ese momento, el docente abri6 la discusién
a la clase diciendo: “De acuerdo. ;Alguien quiere afadir algo mds a esto?” (linea 342). Esta pregunta
propicié una vivida discusién entre cuatro estudiantes (Jaime, César, Tere y Tomds), en torno a cémo
cada plan se incrementa en una cantidad constante (que nunca cambia) y como se puede determinar
esa tasa de cambio constante en las tablas, a pesar de que no resulta evidente de inmediato en las tablas
con el incremento en mdaltiplos de 10, en vez del incremento de un minuto a la vez (véase la figura 5.4).
En este caso, la utilizacién que hizo el profesor de la pregunta “;Alguien quiere afiadir algo mds a esto?”
propici6 una explicacién mucho mds detallada de la razén por la cual las grficas deberian ser lineales,

en comparacion con la respuesta inicial de Maria.

Utilizacion del tiempo de espera

Ofrecer a los estudiantes un tiempo para preparar sus respuestas da una idea del valor del pensamiento
deliberativo, reconoce que el pensamiento profundo necesita tiempo y crea un ambiente normativo que
respeta y recompensa tanto el tiempo que uno se toma para responder, como el tener paciencia cuando
otros se toman el tiempo para formular sus pensamientos. Todo esto diversifica la participacién. Un
mayor nimero de estudiantes podrdn y querrdn unirse si se les brinda un tiempo para crear algo con lo
cual se sientan a gusto de compartir, en vez de tener los mismos tres o cuatro participantes que dominen

la discusién.
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Utilizar el tiempo de espera puede ser ventajoso en distintas coyunturas de la discusién grupal. Quizd
lo que resulta mds familiar a los docentes es escuchar el trillado refrin de que deben esperar al menos
10 segundos para que un estudiante levante la mano, después de plantear una pregunta. Sin embargo,
también deben esperar un tiempo después de dirigirse a un estudiante en particular (Chapin, O’Connor
y Anderson, 2003). Por ejemplo, después de que Tania presenté un diagrama que mostraba por qué
V2 x [ x a funcionarfa como una férmula para obtener el drea de un tridngulo rectingulo, Regina
Quinones pregunto si habria otra manera de configurar el drea de un tridngulo rectdngulo. Dirigi6 espe-
cificamente esta pregunta a Jaime, diciendo: “Jaime, hoy no te hemos escuchado” (linea 98). Si bien el
estudiante se tomd su tiempo para responder, la docente podria haberle dicho lo que ¢l estaba pensando,
pero le concedié el tiempo que éste requirié. Como se observa en la linea siguiente de la transcripcién,
Jaime dio una forma totalmente distinta y del todo vélida de demostrar cémo obtener el 4rea de un
tridngulo de 6 x 8.

En el capitulo 5, cerca del comienzo de la parte 4 de la tarea “Planes tarifarios”, vemos incluso una
tercera coyuntura en la que el tiempo de espera resulta ttil. Después de que la clase establecié (mediante
diversas lineas de razonamiento) que los 51 minutos (y no los 50) es el punto en el que el plan A se
vuelve mds barato que el B, Nicolds pregunté que si alguien tenfa dudas y luego hizo una pausa de 10
segundos (lineas 388-389). Como no las hubo, decidié continuar. Este tiempo de espera proporcioné
una oportunidad para que los estudiantes digirieran un importante hallazgo y para que plantearan
cualquier duda persistente que se les pudiera ocurrir. Ademds, la pausa marcé el cierre de una fase de la

discusién y abrié otra.

Conclusion

Las habilidades analizadas en este capitulo complementan y profundizan la ensefianza que se guia por las
cinco précticas. Su aplicacién ayudard a los docentes a hacer surgir, sondear y estimular el pensamiento
de los estudiantes. En vista de que una abundante oferta del pensamiento del estudiante constituye la
materia prima para el uso eficaz de las cinco précticas, las habilidades analizadas en este capitulo son
importantes precursores de la instruccién en el aula basada en ellas.

Nos hemos referido a habilidades que estimulan el pensamiento del estudiante en dos categorfas
principales. Primero identificamos e ilustramos las formas en que los docentes pueden interrogar de
manera individual a los estudiantes, respecto de su pensamiento, con el objeto de adentrarse en niveles
mds profundos. En el mejor de los casos, las preguntas que sondean'y exploran el significado y las relaciones
presionan a los estudiantes para que expliquen los porgués de su pensamiento y al hacerlo los ayudan
a descubrir los métodos del razonamiento matemdtico y las relaciones que yacen en el nicleo de las
ideas fundamentales de la disciplina. Cuando emergen los métodos matemiticos de razonamiento y
las ideas importantes, el docente se beneficia al tener materia prima para trabajar en la discusién. Los
estudiantes se benefician al darse cuenta —quizd por primera vez en su vida— de que pueden razonar las
matemdticas y darles sentido.

También hemos analizado una segunda categoria de habilidades para estimular el pensamiento de
los estudiantes. Estas se disefiaron para valerse de la interaccién social como una manera de acelerar el
pensamiento y el razonamiento complejos. Muchos tedricos del aprendizaje afirman que todo el pensa-

miento complejo tiene sus raices en la interaccién social (por ejemplo, Vygotsky, 1978). El razonamien-
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to matemdtico ciertamente se ha beneficiado de las idas y venidas de las afirmaciones y negaciones a lo
largo de la historia (Lakatos, 1976). Escuchar, dar sentido y construir con base en el pensamiento de
otros, constituyen précticas dentro del aula que los docentes pueden desarrollar mediante el conjunto
de acciones que hemos delineado en la segunda seccién de este capitulo. Tales acciones pueden hacer
surgir el razonamiento del estudiante e invitar a otros a que se adhieran a ese razonamiento y a cuestio-
narlo. Con el tiempo, se desarrollan normas sobre la forma en que uno debe comportarse en una clase de
matemdticas; normas que pueden influir en gran medida para que los estudiantes cambien su percepcién
de las matemdticas y de si mismos, en tanto pensadores y personas que resuelven problemas.

En el siguiente capitulo ubicamos la preparacion para las discusiones en el aula, en un contexto més
amplio de la planificacién de la leccién, en donde se les pide a los docentes que consideren cuestiones

adicionales relativas a facilitar el aprendizaje de todos los estudiantes.

iINTENTE ESTO!

- Si ya efectué una grabacién de audio o video, como se sugirié en la seccién “jintente esto! de la
parte final del capitulo 5, transcriba 10 minutos de la discusién que grabé.

Vea si puede identificar alguno de los tipos de pregunta analizados en la primera mitad del capi-
tulo 6 (observe las filas sombreadas de la tabla de la figura 6.1) o cualquiera de las cinco acciones
discursivas, analizadas en la segunda mitad del capitulo. Para cada pregunta o accién que haya
identificado, considere el impacto que tuvieron en la discusion subsecuente. (Quiza también de-
see considerar en qué momento la utilizacién de alguno de los tipos de pregunta o alguna de las
acciones haya propiciado un resultado mas productivo.)
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CAPITULO

Ubicacion de las cinco practicas
en un contexto mas amplio de la planificacion
de laleccion

asta ahora, este libro se ha enfocado principamente en los pasos que se deben dar antes y durante
una leccién para garantizar que la discusién al final de la misma resulte productiva y ofrezca algo
importante en términos matemdticos y que las cuestiones matemdticas que los estudiantes apren-
derdn se aborden de manera explicita. Hemos sostenido que una discusién productiva requiere: (7) establecer
metas claras de aprendizaje para la leccién y seleccionar una tarea que tenga el potencial de satisfacer tales
metas (capitulo 2), (2) comprometerse con las pricticas de anticipacidn, monitoreo, seleccidn, secuenciacién y
conexién (capitulos 3, 4 y 5), (3) plantear preguntas que fomenten el pensamiento no algoritmico y (4) hacer
responsables a los estudiantes para que se involucren de manera activa en el discurso publico (capitulo 6).
Ahora, en este capitulo ampliaremos nuestro enfoque al considerar la planificacién de la leccién de una for-
ma mds general, teniendo en cuenta la manera en que las cinco pricticas se ajustan a un contexto mds amplio
en este tema. Comenzamos con un andlisis de la planificacidn de la leccién que va més all4 de la anticipacién
(la primera de las cinco précticas), luego consideramos lo que Nicolds Barrios (el docente cuya préictica inves-
tigamos en los capitulos 4 y 5) hizo al planificar su leccién y que antes pasaba desapercibido, y concluimos con
un resumen de los aspectos de la planificacién que un docente tal vez desee recordar a fin de apoyar la verdadera

puesta en practica de la leccién y que servird como un registro para futuras implementaciones.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 7.1

- ;Quéeslo que usted lleva a cabo al planificar una leccion (es decir, jen qué preguntas piensa?, ;qué
fuentes consulta?, ;de qué cosas toma nota?)

- ¢(En qué medida la exigencia de la tarea cognitiva que esta utilizando afecta al nivel de planificacion
en el que usted esta comprometido (véase la figura 2.3)?.

77
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Planificacion de la leccion

Una buena planificacién es la clave para la ensefianza eficaz, pues ésta “lleva sobre los hombros gran parte
de la carga” de la ensefanza, al sustituir la toma de decisiones llevada a cabo “de improviso” durante la
leccién, por una investigacién cuidadosa sobre el gué'y el cdmo de la ensenanza, antes de que se imparta

la leccién (Stigler y Hiebert, 1999, p. 156). De acuerdo con Fennema y Franke (1992, p. 156):

Durante la fase de planificacién, los docentes toman decisiones que afectan la ensefan-
za de un modo significativo. Deciden lo que se ensefa, la forma en que se va a ensefiar,
el modo de organizar a los estudiantes, qué rutinas utilizar y c6mo adaptar la ensefianza
a los individuos.

Sin embargo, los planes de clase se han concebido tradicionalmente como directrices para impartir
lecciones particulares, haciendo énfasis en los procedimientos y estructuras, aunque poniendo poca aten-
cién al modo en que la leccién ayudaria a los estudiantes a desarrollar la comprension de ideas clave de la
disciplina. Tales planes se suelen escribir para satisfacer obligaciones contractuales, mds que para investigar
a profundidad los qué'y cdmo de la ensefianza. Considérese por ejemplo el plan de clase de Patricia Miranda

que se muestra en la figura 7.1, como preparacién para la leccién sobre sistemas de desigualdades lineales.

Periodos 4y 6: EL PORTAFOLIO TRIMESTRAL SE ENTREGA HOY

Objetivo: Graficar sistemas de desigualdades lineales.
Preparacion: Revisar las desigualdades lineales.
Procedimientos: pp. 30-31

Tarea: pp. 464-466

(1,2,4,6,11,13,18)

Figura 7.1. Plan de clase de Patricia Miranda (tomado de Mossgrove [2006, p. 13.])

El plan de Patricia Miranda se enfoca en lo que abarcard durante la leccién (paginas 30-31 del libro
de texto) y en lo que los estudiantes hardn (completar la preparacion y la tarea asignada). Este “plan de
clase en forma de recordatorio” no se hace cargo de nada de lo que implica la ensefianza, asi que todas
las decisiones que la docente tome durante la leccién serdn “en el momento”, ya que al parecer ha re-
flexionado muy poco por adelantado sobre el guéy el cdmo de la ensenanza. Tal y como Brahier (2000)
observd, la eficacia de la leccidn estd relacionada con la calidad de la preparacién de la misma. Si creemos
que éste sea el caso, entonces esperarfamos que la leccién disefiada por Patricia Miranda tuviese un mal
fin, incluso antes de que ponga un pie en el aula.

Ahora consideremos el plan de clase de Claudio Nufiez para una leccién relacionada con la ensenianza
de las funciones exponenciales, la cual se basa en la tarea “El diablo y Daniel Webster”,* misma que se
muestra en la figura 7.2. El plan de clase de Claudio Nufiez (véase la figura 7.3) proporciona cierta evi-
dencia de que tiene en mente no sélo la tarea en la que los estudiantes habrén de trabajar, sino la forma
en que formulard la tarea y las preguntas que plantearia al final de la leccién. Asimismo, al parecer reco-
noce que los estudiantes quizd se confundan con la distincién entre el salario que el diablo paga a Daniel

al inicio del dia y el salario neto de éste, una vez que le paga al diablo la comisién al final del dia. El do-

¢ The Devil and Daniel Webster, obra de Stephen Vincent Benet (cuento corto que posteriormente se convirtié en

pelicula).
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cente considerd abordar esta confusién antes de que los estudiantes comenzaran a trabajar en el proble-
ma (véase la parte sombreada de la figura 7.3). Si bien quedan muchas cosas sin especificar en el plan de
Claudio Nufez (por ejemplo: ;cudles son las ideas matemdticas clave que los estudiantes aprenderdn?,
squé soluciones es probable que los estudiantes produzcan durante la exploracion de la tarea?, ;qué difi-
cultades pudieran enfrentar los estudiantes cuando se involucren en la tarea?, ;cémo hacer conspicuas

las ideas matemdticas clave?), ha explorado la leccién de una forma mds all4 de lo superficial.

El diablo y Daniel Webster
El diablo hizo una proposicién a Daniel: pagarle sus servicios de la siguiente forma:
En el primer dia te pagaré $1000 temprano en la mafiana. Al final del primer dia debes pagarme una comisién de

$100, asi que tu salario neto sera de $900. Al inicio del segundo dia, duplicaré tu salario a $1800, pero al final del
dia deberas pagarme el doble de lo que me pagaste, o sea $200. ;Trabajaras un mes para mi?

Figura 7.2. Tarea “El diablo y Daniel Webster” (tomado de Burke, et al., 2001, pp. 66-68; esta tarea
y el plan de clase relacionado pueden consultarse en http://illuminations.nctm.org).

Algebra: el diablo y Daniel Webster

Metas: considerar un problema de la vida real que tenga un contexto exponencial. Determinar la formula exponencial que
estd asociada a un problema en contexto real. Aprobar los examenes.

Inicio
Pregunta:  ;Alguien puede pensar en una situacion real que pueda expresarse con exponentes?
Pregunta:  ;Alguien sabe de cuanto es la comision?
Repartir las hojas de trabajo.
Leer el planteamiento del problema.

Que los estudiantes escriban sus consideraciones sobre si aceptarian o rechazarian la oferta. Asegurarse de que entiendan
cémo funciona el proceso. La cantidad que les quedé al final de la jornada es igual a su salario menos la comision. Esta
diferencia es la que se duplicara al siguiente dia.

Exploracion
Los estudiantes trabajan en pequenos equipos para completar su hoja de trabajo.
Resumen
Pregunta: ~ ;Qué tipo de relacion existe entre la comision y el nimero de dias? (exponencial)
Pregunta:  ;Qué férmula obtuviste para conocer el monto de la comision, con base en el nimero de dias?
Pregunta:  ;Cudl piensas que sea la relacién entre el nimero de dias y el salario?
Pregunta:  ;Crees que sea exponencial?
Pregunta:  Sino nos preocupasemos por restar la comision, ;como seria?

Consulta la hoja de trabajo. Comienza con 1000. Para calcular lo del dia siguiente, ;qué “le haces”a los 10007 (los duplicas).
Luego, para calcular lo del siguiente dia, ;qué haces con los 20007? (los duplicas).

Muy bien, pero en verdad no los estas duplicando. Tienes 1000 y lo duplicas, pero luego restas una cantidad peque-
Aa. Después duplicas 2000 y restas un poco mas. Mas adelante duplicas 4000 y luego restas un poco mas que las veces
anteriores.

Pregunta: ~ ;Como crees que seria esta gréfica? (empezaria subiendo y luego bajaria).
Pregunta:  ;La gréfica de la comisién siempre desciende? (no).

Sila comision es algo negativo y siempre estd aumentando, pero el salario es algo positivo y sélo se incrementa momentéanea-
mente, entonces ;éste seria el tipo de trabajo permanente que quisieras?

Pregunta:  ;Qué significa que la recta que representa al salario cruce el eje y? (significa que se esta haciendo negativo el $)
Pregunta:  ;Esto parece una situacién razonable de la vida real? ;Por qué no?

Muestra mediante una graficadora la manera de obtener la férmula para la regresion exponencial. Recuerda cémo se hizo
esto para la regresion lineal. Si en verdad todos los puntos se generan mediante una ecuacion, entonces ExReg te dara esa
ecuacion.

Inténtalo para el salario con el objeto de saber qué obtienes. ;Qué tanta precision piensas que tenga eso? (Observa el valor
de la raiz cuadrada der).

Figura 7.3. Plan de clase de Claudio Nufiez (tomado de Mossgrove [2006, pp. 286-287]).
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Podriamos concebir la planificacién de la clase como un continuo que va de izquierda a derecha,
teniendo en el extremo izquierdo a la falta de planificacién y en el derecho a la planificacion cuidadosa y
cabal. Desde esta perspectiva, situarfamos a Patricia Miranda cerca del lado izquierdo del continuo y a
Claudio Nufez en algtin lugar a la derecha del mismo, como se muestra en la figura 7.4. Esto hace surgir
la pregunta que consideraremos en la siguiente seccién: ;qué conforma un plan de clase cuidadoso y
cabal (tal vez sea aquel que se relacione con el punto gris de la figura 7.4)?, y ;cudl es el trabajo que los

docentes deben realizar para crear tales planes?

Patricia Claudio Planificacié
Falta de” Miranda NGfez qnl cacion
planeacion cuidadosa y
cabal
M

« @ o O—

Figura 7.4. El continuo de la planificacién de la leccién.

Desarrollo reflexivo y minucioso de los planes de la leccion

En afos recientes, la planificacién de las lecciones ha recibido una creciente atencién como vehiculo para
mejorar la ensefanza y el aprendizaje. Esto se debe en parte al éxito del estudio de clase japonés (Lewis
2002; Stigler y Hiebert, 1999). Lo que vale la pena destacar de la planificacién de la leccién —en la cual
se involucran los docentes como parte del proceso de estudio de la leccién— es la atencién que le dan a:
(1) la anticipacién de lo que es probable que los estudiantes lleven a cabo durante la leccidn, (2) al
planteamiento de preguntas que los maestros mismos podrian contestar con el fin de promover el pen-
samiento de los estudiantes durante la leccidn, (3) considerar el tipo de guia que pudieran ofrecerle a
los estudiantes que muestran fallas en su pensamiento y (4) determinar el modo de concluir la leccién
para propiciar la comprension de los estudiantes. En este proceso de planificacién, la atencién se desvia
desde el docente, en tanto protagonista clave en el aula, hacia los estudiantes: ;qué estin pensando?,
scémo estdn dando sentido al contenido?, ;cémo se puede hacer progresar su comprensién matemdtica
durante la leccién?

Smith, Bill y Hughes (2008) ofrecen un marco teérico para el desarrollo de las lecciones que utilizan
el pensamiento matemdtico de los estudiantes como factor esencial para lograr su comprensién de las
ideas clave de la asignatura. El Protocolo para Reflexionar Cabalmente una Leccidn (prcy) [ Thinking
Through a Lesson Protocol (TTLP)], que se muestra en la figura 7.5, tiene el objetivo de promover el tipo
de planificacién cuidadosa y detallada que caracteriza al estudio de clase japonés. El propésito del preL
consiste en proveer a los docentes un sustento a su trabajo de planificacién de las lecciones, brinddndo-
les un conjunto de preguntas organizadas alrededor de tres actividades clave: (1) seleccionar y preparar
una tarea matemdtica, (2) apoyar la exploracién de la tarea por parte de los estudiantes y (3) compartir
y discutir la tarea. En las siguientes secciones analizamos la relacién entre el PRCL y las cinco précticas,

poniendo especial atencién en los aspectos del PRCL que las cinco practicas no abarcan.
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ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO 7.2

+ Revise el prcL que se muestra en la figura 7.5.

- ¢(En qué difiere o se asemeja el prcL al proceso de planificacion de la leccion que usted describié en

la actividad de involucramiento 7.1?

- ¢Considera usted que son importantes las diferencias entre el prcL y su proceso de planificacién

actual? Si es asi, jen qué formas?

Establecimiento de las metas
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y seleccién de una tarea

PARTE 1: SELECCIONARY PREPARAR UNA TAREA
MATEMATICA

;Cudles son sus metas matematicas para la leccion (es decir,
qué aspectos matematicos desea que los estudiantes conoz-
can y entiendan como resultado de esta leccion)?

;De qué forma se basa esta tarea en los saberes previos, en las
experiencias vitales y en la cultura? ;Qué definiciones, concep-
tos o ideas necesitan conocer los estudiantes para comenzar a
trabajar en la tarea? ;Qué preguntas planteara para ayudar
a los estudiantes a que tengan acceso a sus saberes previosy a
las experiencias culturales y vitales relevantes?

—F iCudles son todas las formas en que se puede resolver la tarea?

e ;Cudles de estos métodos considera que sus estudiantes
utilizaran?

e ;Qué conceptos erroneos pudieran tener?

e ;Qué errores podrian cometer?

;Qué retos particulares podria tener la tarea actual que obs-
taculizaran a los estudiantes que estan aprendiendo inglés (gL,
por sus siglas en inglés)? ;Cémo abordaré usted esos retos?

;Cudles son sus expectativas respecto de los estudiantes, con-
forme trabajan y completan esta tarea?

e ;Qué recursos o herramientas tendran que utilizar los es-
tudiantes en su trabajo que les permitan razonar y que
les ayuden a lo largo de toda la tarea?

e ;Como trabajaran los estudiantes (de manera indepen-
diente, en pequenos equipos o en parejas) para explo-
rar esta tarea? ;Cuanto tiempo trabajardn de manera
independiente, en pequeiios equipos o en parejas? ;Los
estudiantes se agruparan de un modo especifico? Si asi
fuese, jen qué forma?

e ;Como registraran e informaran sobre su trabajo?

;Cémo involucrard usted a los estudiantes en la actividad para
que todos tengan acceso, al mismo tiempo que conserva las
exigencias cognitivas de la tarea? ;Cémo se asegurara de que
ellos entiendan el contexto del problema? ;Qué cosas de lo
que escuche le haran saber que los estudiantes estan enten-
diendo lo que les pide que hagan en la tarea?

PARTE 2: APOYO A LA EXPLORACION DE LA TAREA POR
PARTE DE LOS ESTUDIANTES

—) Conforme los estudiantes trabajen de manera independiente
0 en pequefos equipos, ;qué preguntas les planteara para...

e ayudar a un equipo a empezar o a progresar en la tarea?
e enfocar el pensamiento de los estudiantes en las ideas
matematicas clave de la tarea?

Seleccion,
Secuenciacion

e evaluar la comprension de los estudiantes respecto de
las ideas matematicas clave, de las estrategias de solu-
cién para los problemas o de las representaciones?

e que avance la comprension de las ideas matematicas
de los estudiantes?

e alentar a todos los estudiantes para que compartan su
pensamiento con otros, o para evaluar si comprendie-
ron las ideas de sus compaieros?

{Coémo se aseguraria de que los estudiantes se comprome-
tan con la tarea?

e ;Qué ayuda ofreceria o qué preguntas plantearia a un
estudiante (o equipo) que de inmediato se frustre y
necesite mas orientacion y direccion para resolver la
tarea?

e ;Qué harad si un estudiante (o equipo) termina casi al
instante la tarea? ;Como extenderia la tarea para que
ofrezca un reto adicional?

e ;Qué hard si un estudiante (o equipo) se centra en
aspectos no matematicos de la actividad (por ejem-
plo, invierte mucho tiempo en hacer un cartel de su
trabajo)?

PARTE 3: COMPARTIRY DISCUTIR LA TAREA
¢Coémo orquestara la discusion grupal de modo que usted
cubra sus metas mateméticas?

e ;Qué métodos de solucidon desea que se compartan
durante la discusion grupal? ;En qué orden se presen-
taran las soluciones? ;Por qué?

e ;Cuadl serd el orden en que se presentaran las solucio-
nes de modo que se desarrolle la compresion de los
estudiantes respecto de las ideas matematicas que
son el nucleo de su leccion?

e ;Qué preguntas especificas planteara para que...

‘_

1. tengan sentido las ideas matematicas que usted
quiera que ellos aprendan?

2. se amplie la discusién y se cuestionen las solucio-
nes que se estan compartiendo?

3. sevinculen las diferentes estrategias presentadas?

4. se busquen patrones?

5. comience a generalizarse?

;Como se asegurara de que, con el tiempo, cada estudiante
tenga oportunidad de compartir su pensamiento y razona-
miento con sus compaferos?

;Qué cosas observara o escuchara que le indiquen que todos
los estudiantes de su grupo entienden las ideas matemati-
cas que usted trata de que aprendan?

{Qué hard manana para basarse en esta leccion?

Conexion

Figura 7.5. Protocolo para Reflexionar Cabalmente una Leccién (prcL). (Tomado de Smith, Bill
y Hughes [2008, p. 134])
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Relacion entre el prcL y las cinco practicas

En la figura 7.5 hemos hecho observaciones para indicar las formas en que las cinco précticas se interca-
lan dentro del prcr. Si bien resulta claro que el PRCL abarca mds que las cinco précticas, éstas representan
de hecho un subconjunto significativo del trabajo de planificacién. Hemos afirmado que antes de que
los docentes empiecen a poner en ejecucion las cinco practicas, en primer lugar habrdn de establecer una
meta para la leccién y seleccionar una tarea. Tal y como la observacion sugiere, esto también representa
un paso fundamental dentro de un proceso mds general de planificacién de lecciones.

La anticipacién constituye asimismo un elemento destacado en el PRcCL, pues implica adelantarse
tanto a las formas en que un estudiante pudiese resolver una tarea, ya sea de manera correcta o incorrecta
(véase la primera parte del PRCL), como a las preguntas que los docentes podrian plantear con el objeto
de prepararse para responder a lo que los estudiantes estén realizando mientras trabajan en la tarea (el
primer conjunto de “balazos” de la segunda parte del prcL). En la parte 3 del prcL, vemos que explicita-
mente se presta atencion a la seleccidn, secuenciacién y la conexién (como lo muestran las anotaciones
en la figura 7.5), constituyendo esta labor una parte significativa de lo que el docente debe llevar a cabo
para preparar una discusién productiva.

Algo que destaca por su ausencia en el PRCL, es la falta de vinculacién con el monitoreo. Este es un
proceso que acontece durante el aprendizaje y si bien se facilita mediante una anticipacién cuidadosa de
la leccién, un poco de planificacién adicional podria apoyar en la creacién de una hoja de monitoreo,
como la que hizo Nicolds Barrios (véase la figura 4.3). La hoja de monitoreo completada (véase la figura
5.3) puede servir como registro de lo que los estudiantes compartieron de su pensamiento y razonamien-

to con sus compaieros (una de las preguntas de la tercera parte del prcL).

Mas alla de las cinco practicas

Aunque las cinco précticas (junto con la “préctica 07 [determinar la meta de la leccidn]) engloban gran
parte de lo que implica el proceso de planificacién, sostenemos que cada pregunta del PRCL merece cierta
consideracién mientras el docente prepara una leccion. La tabla de la figura 7.6 contiene las preguntas
del PRCL que no se abordan en las cinco pricticas y proporciona un motivo poderoso para que la pregun-
ta se considere durante el proceso de planificacién. Si bien el docente podria responder de inmediato,
sin reflexionar previamente, a algunos de los temas que tocan las preguntas del PRCL (mostrados en la
primera columna de la tabla) —por ¢jemplo, un estudiante que estd aprendiendo inglés (ELL) estd confun-
dido por el enunciado de la tarea; un equipo termina muy répido la tarea y ya no tiene nada qué hacer;
los estudiantes piden calculadoras, pero estdn bajo llave en un armario—, resultaria complicado atender
todos estos asuntos “en linea”, sin que se les considerase con antelacion y aun asi lograr que la lecciéon

siguiese avanzando hacia una direccién productiva.
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Preguntas del prcL que no
se consideran en las cinco
practicas

Razon fundamental para tener en cuenta la pregunta durante el
proceso de planificacion

;Qué retos particulares podria tener
la tarea actual que obstaculizaran a
los estudiantes que estan aprendien-
doinglés (eLL, por sus siglas en inglés)?
;Cémo abordard usted esos retos?

Resulta fundamental satisfacer las necesidades de todos los estudiantes. Aquellos
cuya lengua materna no es el inglés o aquellos que tienen dificultades con el
aprendizaje de las Matematicas, tal vez requieran mas apoyo que otros. Por tanto,
los docentes deben considerar cuidadosamente ciertos factores como los equi-
pos en los que ubican a los estudiantes, los recursos que proporcionan para que
éstos se compenetren en la tarea, asi como la atencion que ponen al vocabulario
y al contexto (por ejemplo, ¢los estudiantes comprenden lo que es un plan de se-
cuenciacién?). La atencion del docente a este nivel de detalle ayudara a garantizar
que todos los estudiantes tengan acceso al contenido de la leccion.

;Cuales son sus expectativas respecto
de los estudiantes, conforme trabajan
y completan esta tarea?

Los estudiantes necesitan saber lo que se espera que produzcan como resultado
de su trabajo en la tarea, asi como los recursos de los cuales dispondran para pro-
ducirlo. Este conocimiento les permitira comenzar su trabajo teniendo un claro
sentido del proposito y de la direccién. Para lograr este objetivo, el docente debe
determinar cudles seran los productos de la leccion y habra de tener disponibles
los materiales para los estudiantes, a fin de que los obtengan.

;Como involucrara a los estudiantes
en la actividad, de tal forma que todos
tengan acceso, al mismo tiempo que
conserva las exigencias cognitivas de
la tarea?

Si el docente proporciona mucha informacién cuando la tarea se presenta por
primera vez, las exigencias cognitivas de ésta podria disminuir. Por otra parte, si se
ofrece muy poca informacion puede resultar que los estudiantes no comprendan
lo que exige el problema. En consecuencia, es importante que el docente consi-
dere el modo de encontrar un equilibrio entre ofrecer, por un lado, una guia para
los estudiantes a fin de que se involucren en la tarea, y por otro que no sea tan
escasa que el reto se diluya.

;Como se aseguraria de que los estu-
diantes se comprometan con la tarea?

Con el objeto de que los estudiantes aprendan lo que se propuso el docente y
que participen de manera activa en la discusion, primero deben involucrarse en
la tarea. Algunos tienen problemas para empezar y se frustran con facilidad. Si el
docente no esta preparado para encauzarlos con presteza, quizé terminen desen-
tendiéndose por completo. Esto a menudo propicia comportamientos de recha-
zo a la tarea, que pueden ser tan improductivos como desorganizadores. Por otra
parte, algunos estudiantes trabajan a un ritmo mucho mas veloz y concluyen una
tarea con rapidez. El docente debe estar preparado para satisfacer las necesida-
des de los estudiantes ubicados en cualquiera de los extremos de este continuo,
preparando un andamiaje adicional que ayude a los estudiantes que tienen pro-
blemas y a la vez que ofrezca desafios mayores a los estudiantes mas avanzados.

;{Qué cosas observard o escuchara
que le indiquen que todos los estu-
diantes de su grupo entienden las
ideas matematicas que usted trata
que aprendan?

Los docentes deben tener en cuenta la manera en que sabran si los estudiantes
han aprendido lo que aquéllos se propusieron ensefarles. Esto implica el desarro-
llo de preguntas que brinden informacién sobre el pensamiento de los estudian-
tes, el disefio de tareas para la casa que les den tiempo para pensar de manera
independiente en un conjunto de ideas, propiciar una reflexion al final de clase o
hacer papeletas donde se pida a los estudiantes que consideren alguin aspecto de
la leccién, y también implica el desarrollo de medios mas formales para evaluar el
aprendizaje. Es importante que el docente no equipare la conclusién de una tarea
con la comprensién de las ideas subyacentes.

;Qué hara manana para basarse en
esta leccion?

A fin de garantizar que la ensefianza sea coherente y cohesiva, resulta funda-
mental considerar la manera en que una leccién armoniza con la siguiente.
Comprender una idea matematica particular no requiere un periodo de 45 minu-
tos, sino una serie de lecciones. Los docentes han de considerar la manera en que
el conocimiento se construye a lo largo del tiempo y el modo en que los saberes
previos se cimientan, amplian y profundizan en las siguientes lecciones.

Figura 7.6. Tabla que muestra las preguntas del rrcL y las razones fundamentales
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En nuestro andlisis de la labor de planificacién de Nicolds Barrios (capitulo 4) no discutimos de
manera explicita ninguna de las preguntas que aparecen en la tabla de la figura 7.6. Eso no significa que
el profesor Barrios no las hubiese considerado, sino que decidimos que no fuesen el punto principal al
subrayar su apego a las cinco practicas. Resulta dificil imaginar que no tuviera en cuenta alguno de tales
temas, en vista de que su leccidn se desarrollé sin contratiempos. Por ejemplo, es evidente que Nicolds
Barrios tuvo expectativas concernientes a la manera en que los estudiantes trabajarian en la tarea, por lo
que abordd la segunda pregunta de la columna 1 de la tabla mostrada en la figura 7.6. Decidi6 que los
estudiantes trabajaran en equipos (véase la lista de los equipos en la figura 4.4) y que elaboraran car-
teles que compartirfan (lineas 75-80). Al parecer, también Nicolds hizo que estuviesen disponibles los
materiales necesarios (hojas de rotafolio, marcadores, reglas y calculadoras graficadoras). Parece que los
estudiantes sabfan qué hacer y contaban con los recursos para llevar a cabo la labor.

Igualmente resulta plausible que Nicolds Barrios tuviera en cuenta las dos tltimas preguntas incluidas
en la tabla de la figura 7.6. Al dejar como tarea para la casa que los estudiantes exploraran una de las
ideas clave que él queria que aprendieran (es decir, dos funciones “intercambian posiciones” en el punto
de interseccién, de modo que la que estaba “arriba” antes del punto de interseccién, ahora estd “abajo”,
después de dicho punto), pudo evaluar el estado actual de la comprensién de los estudiantes. Ademis,
la tarea para la casa podria haber servido como una forma de iniciar cémodamente la siguiente leccién y
para presionar a los estudiantes de un modo mds directo para que explicaran por qué las funciones que
se intersecan “intercambian posiciones” antes y después del punto de interseccién y si dos funciones
lineales siempre tendrdn un punto de interseccién. Si bien la asignacion especifica de la tarea para la casa
se generd durante la clase debido a una pregunta que planteé Leticia (es decir, gsin importar la renta que
sea, el plan en el que los minutos cuesten menos serd el mejor?), se relacionaba en gran medida con lo
que Nicolds Barrios habia pensando asignar (lineas 392-398).

El meollo aqui es que un docente que reflexiona cuidadosamente en las preguntas del PrRcL antes de la
leccidn, estard listo para lidiar con gran parte de lo que suceda durante la misma. Aunque el plan de clase
—el objeto fisico— representa el resultado del proceso de pensar y sirve como un registro histérico de la
leccidn, lo que mds importa es el nivel de pensamiento que se involucra en la preparacién del plan. Un
docente con el que hemos trabajado dijo sencillamente: “Tienes que repasar la leccién una y otra vez, la

manera en que la vas a orquestar; de otro modo, podria convertirse en un fracaso”.

Creacion de un registro permanente de la leccion

Si bien es importante el pensamiento que se involucra en la preparaciéon de una clase, resulta vital la
elaboracién de algin registro de las decisiones concernientes a la leccién por dos razones. En primer
lugar, el plan escrito sirve como un recordatorio de las decisiones clave, de manera que los docentes no
tienen que guardar en su cabeza todos los detalles; auxilia a los profesores conforme implementan la
clase, recorddndoles el curso de accidén que han establecido. En segundo lugar, el plan escrito sirve como
un registro de la leccién, mismo que los maestros pueden guardar para usarlo, revisarlo y compartirlo
con sus colegas més adelante. El plan de clase, junto con la hoja de monitoreo que se completé durante
la leccién, proporciona un buen panorama de la intencién y da cierta idea del resultado de ésta.
Considérese la utilidad de distintos planes de clase. El que elaboré Patricia Miranda, analizado con
anterioridad en este capitulo, ofrece un apoyo limitado para la ensefianza de la leccién. Incluso si ella
reflexionase profundamente en ésta, es poco probable que lo que haya escrito le ofrezca algin apoyo
durante la leccién o sirva como registro de lo que desearia llevar a cabo a futuro. Tal y como era de espe-
rarse, la profesora no estaba preparada para afrontar muchas cosas que ocurrieron durante la leccién, lo
cual incluy® el no percatarse de que la clave de respuestas, ubicada en la parte posterior de los libros de
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texto de los estudiantes, no era correcta, pues no se dio el tiempo para resolver por si misma los proble-

mas que habia asignado (Mosgrove, 2006).

Aunque el plan de clase de Claudio Nuifiez estaba mds completo que el de Patricia Miranda e inclufa

indicaciones para preparar la tarea y preguntas que pudiesen plantear los estudiantes durante la leccién,

no tenia claridad sobre lo que sus estudiantes harfan o lo que él deseaba que fuese el resultado de la

leccién. Por consiguiente, ésta se restringié a completar la tarea y no a comprender las Matemadticas que

estaban implicitas en ella.

Siun plan de clase sirviera para proporcionar apoyo en el transcurso de la leccién y constituyera un regis-

tro histdrico que los docentes pueden consultar en futuras lecciones, ;c6mo serfa ese plan de clase? Smith y

Cartier (2009) crearon la Plantilla para Planes de Clase, la cual se basa en el pRCL, pero abarca cuatro dreas

clave: tarea, apoyo a la ensefianza, metas de aprendizaje y evidencia. Dicha Plantilla para Planes de Clase se

utilizé en la elaboracién de un plan de clase que se muestra en la figura 7.7 para la tarea de “Planes tarifarios”.

Tarea
;Cudl es la actividad principal en la
que trabajaran los estudiantes en esta
leccién?

La compaiiia telefénica de larga distan-
cia A cobra una renta basica de $50.00
mensuales, mds 4 centavos por minuto
que se utilice el servicio. La compaiiia
telefénica de larga distancia B cobra
una renta mensual de sélo $20.00, pero
cobra 10 centavos por minuto de uso.
;Cuénto tiempo al mes tendrias que ha-
blar por teléfono para que al suscribirte
con la compaiia A pudieras ahorrar
dinero?

;Cudles son las distintas formas en que
los estudiantes pudieran llevar a cabo la
actividad?

Enfoques adecuados

+ Elaborar una tabla con incremen-
tos de 10 minutos y ubicar el
punto de interseccion (ppl) deter-
minando el renglén que tenga el
mismo costo para el mismo nu-
mero de minutos.

+ Elaborar una tabla con incremen-
tos de 20 minutos y luego trazar
una gréfica para determinar el pol.

+ Plantear una ecuacion y utilizar
puntos para trazar una gréafica a
fin de que después se termine el
PDI.

COMPARTIR AL MENOS UNA TABLA,
UNA GRAFICA Y UNA ECUACION

Posibles dificultades
1. Confundir .04 con .4y con 4.
2. Noincluir el minuto 0 en la tabla.
3. No estar seguros de qué hacer si el
PDI NO se muestra en la tabla.
4. Confundir el costo por minuto con
la renta mensual.

Apoyo a la enseiianza
/Qué herramientas o recursos tendrdn que utilizar los estudiantes en
su trabajo que les permitan involucrarse con la actividady les ayuden
arazonarla plenamente?
« Los estudiantes trabajaran en sus equipos previamente asig-
nados de 4 compaiieros.
- (Cada estudiante obtendra una copia de la tarea.
« Todos los equipos tendran una hoja de rotafolio.
« Los estudiantes habran de tener acceso a calculadoras gra-
ficadoras, reglas, lapices de colores y marcadores, segun los

/Qué preguntas plantearia a los estudiantes para apoyar su explora-
cién de la actividad y tender un puente entre lo que hicieron y lo
que usted deseaba que aprendieran (véanse los recuadros unidos
por una flecha)?

Para tener claridad respecto de lo que en verdad llevaron a cabo
los estudiantes, comience planteando una serie de preguntas
como éstas: jde qué manera obtuviste eso?, ;qué significa?, jtie-
ne sentido? Una vez que tenga una idea mas clara de aquello que
estan comprendiendo los estudiantes, contintie con las siguientes
preguntas.

Enfoques correctos

«  ;En qué forma te ayudo tu tabla a determinar la respuesta a
la pregunta?

« ;Como piensas que serian las graficas? ;Por qué piensas eso?

« ¢Qué representa (50,7) para este problema? ;Por qué es im-
portante? ;Cualesquiera dos rectas se intersecaran? ;Cémo
lo sabes?

« ¢Cémo encontrarias el costo por minuto a partir de la tabla,
la gréficay la ecuacion?

« ¢Cémo encontrarfas la renta mensual mediante la tabla, la
graficay la ecuacion?

« ¢Por qué las compaiiias A y B “intercambian posiciones” des-
pués del poi? ;Qué es lo que pasa en ese punto? ;Puedes plan-
tear un enunciado general respecto de este comportamiento?

Posibles dificultades

1. ¢Cémo escribirias cincuenta pesos con cuatro centavos, utili-
zando la notacién monetaria usual? ;Cémo lo que escribiste
en comparacién con lo que ahora tienes?

2. ;Qué significaria hablar cero minutos? ;Cuanto costaria eso?

3. Hacer que los estudiantes se fijen en las filas de la tabla don-
de los dos planes intercambian posicién entre si. ;Qué pasa
ahi? ;Puedes predecir como seria la grafica de las dos ecua-
ciones? ;Puedes explicar por qué sucede esto?

4. ;Qué representan 40 y 50 en el problema? ;Cual cambia
conforme uno habla més y cual no? ;Cuanto costarian 10
minutos usando tu ecuacion? ;Tiene sentido?

necesiten.
-z,

Metas de aprendizaje (restantes)
;Qué saberes obtendrdn de esta activi-
dad los estudiantes?

1. Reconocer que existe un punto de
interseccion en la gréfica de dos
ecuaciones lineales que represen-
tan dos rectas no paralelas, Unicas
en donde dos funciones tienen los
mismos valores xy y;
Comprender que dos funciones
“intercambian posiciones”en el
punto de interseccion, debido a
que la funciéon con menor tasa de
cambio sera a la larga la funcion
que esté mas cerca al eje x,
y.
3. Vincular las tablas, gréficas y ecua-
ciones con el contexto mediante
la identificacién de la pendiente y
la interseccion con el eje y en cada
tipo de representacion.

Evidencia

;Quédirdn, hardn, producirdn, etc., los
estudiantes para proporcionar eviden-
cia de su comprension?

+ Los estudiantes elaboraran car-
teles que muestren la forma en
que determinan en qué momento
la compaiiia A resulté mas ba-
rata, utilizando tablas, graficas,
ecuaciones y el contexto, a fin de
explicar lo que llevaron a cabo 'y
por qué funciona.

+ Como tarea para la casa, los estu-
diantes elaboraran distintos pla-
nes tarifarios. Esto proporcionara
evidencia respecto de si enten-
dieron el modo en que la renta
mensual y el costo por minuto
influyen en la gréfica de las fun-
cionesy les ayudara a determinar
cual compaiiia es la mas barata a
largo plazo.

Figura 7.7. Un plan de clase para la tarea “Planes tarifarios” que utiliza la Plantilla para Planes de Clase, creada
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La “Tarea” (recuadro izquierdo de la figura) se refiere a aquello en lo que los estudiantes trabajardn, a
los enfoques que podrian utilizar para resolverla y a las dificultades que pudiesen afrontar en el camino.
Las “Metas de aprendizaje” (recuadro de arriba a la derecha en la figura 7.7) se refiere a lo que los estu-
diantes sabrdn como resultado de su involucramiento en la tarea. La flecha que inicia en la tarea y finaliza
en las metas de aprendizaje implica la conexidn entre las dos: el objetivo de la tarea consiste en ofrecer a
los estudiantes una oportunidad para aprender las Matemdticas que se especifican en las metas de apren-
dizaje. El “Apoyo a la Ensefianza” (recuadro en medio de la figura 7.7) representa el puente entre las
tareas y las metas de aprendizaje; asimismo, se refiere tanto a los recursos que auxiliardn a los estudiantes
en la tarea que lleven a cabo, como a las preguntas que el docente planteard para que se efecttien las co-
nexiones con las ideas matemdticas y para ayudar a los estudiantes a progresar en la tarea. La “Evidencia”
(recuadro de la parte inferior derecha de la figura 7.7) tiene que ver con los indicadores que permitirdn
al docente conocer lo que los estudiantes estdn entendiendo. La ubicacién de la evidencia debajo de las
“Metas de aprendizaje” no es arbitraria: hace un llamado de atencién hacia el requerimiento de que la
evidencia debe relacionarse con las metas de aprendizaje.

El plan de clase que se muestra en la figura 7.7 no pretende abarcar todo el pensamiento que un
docente llevé a cabo al preparar la leccién que comprende la tarea “Planes tarifarios”. Mds bien pretende
servir como un registro de las decisiones clave hechas antes de la leccién, conforme el docente reflexiond
concienzudamente sobre las preguntas del PRCL. Es un registro al cual el docente puede referirse durante
la leccidn, en caso de que lo necesite, y que puede archivar para la siguiente leccién. Un plan de clase de
esta naturaleza puede auxiliar al docente para que no desatienda las metas de la leccién y para que cuente
con formas especificas de apoyo a los estudiantes con el objetivo de lograr aquellas.

Ahora queremos regresar a la pregunta planteada con anterioridad: ;qué conforma un plan de cla-
se cuidadoso y cabal? Pensemos que el plan de clase de la figura 7.7 sea una versién de dicho plan y
propongdmoslo como un candidato para ocupar la posicién indicada por el punto gris en el continuo
de la figura 7.4. A diferencia de los otros planes que hemos revisado, se hace responsable de una carga
mucho mayor del aprendizaje al enfocarse en lo que los estudiantes habrdn de aprender (metas), en lo
que realizardn (tareas) y en el modo en que el docente confluird con ellos en el lugar donde se encuen-
tren para conducirlos a donde necesitan llegar (apoyo educativo). Aunque el PRCL ofrece un conjunto
fundamental de preguntas que se deben tener en cuenta mientras el docente estd planificando su leccién,
la Plantilla para Planes de Clase (figura 7.7 en relacién con la tarea “Planes tarifarios”) destaca un sub-
conjunto de preguntas que surgen en el PRCL y que pueden auxiliar al docente a llevar a cabo la leccidn

y a acompanar la discusién conforme se despliega.

Conclusion

En este capitulo, y de manera mds general en este libro, nuestra intencién es fundamentar la importan-
cia que tiene la planificacién por anticipado de una leccién para la ensefianza. Si bien las cinco practi-
cas brindan a los docentes un mecanismo para mejorar la calidad de las discusiones matemdticas que
acontecen en sus aulas, estas précticas resultardn mds eficaces cuando los docentes tengan en cuenta un
conjunto mds amplio de preguntas concernientes a la ensefianza y el aprendizaje.

La planificacién constituye una “habilidad excepcional de la ensefianza” (Stigler y Hiebert, 1999,
p. 156) porque tiene un impacto significativo sobre la calidad de las experiencias educativas de los
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estudiantes en el aula. Es una habilidad que puede aprenderse y mejorarse de manera significativa me-
diante una serie de colaboraciones con los colegas. Es probable que Claudio Nufiez y Patricia Miranda
se hubiesen beneficiado muchisimo si hubieran planificado sus lecciones en colaboracién con colegas
mads experimentados. En tanto docentes novatos, contaban con relativamente poca experiencia para
preparar su leccidon; ademds, se hubieran beneficiado de la sabiduria obtenida por la experiencia que les
proporcionasen los docentes experimentados. En el siguiente capitulo analizaremos el tipo de apoyo que

necesitan los docentes para convertirse en hdbiles planificadores y ejecutores de la ensefianza.

iINTENTE ESTO!

« Utilice el prcL para elaborar un plan de clase. Haga un registro de los aspectos clave de su planifi-
cacion haciendo uso de la Plantilla para Planes de Clase.

+ Imparta la leccién.

+ Reflexione sobre el impacto que el prcL y que la correspondiente Plantilla para Planes de Clase
tienen en su habilidad para poner en practica la leccién.
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Trabajo en el ambiente escolar
para mejorar las discusiones en el aula

a buena ensefianza no se desarrolla de manera aislada. Aunque los docentes estdn acostumbrados a

orquestar las discusiones en la privacidad de sus propias aulas, su aprendizaje y motivacién conti-

nuos dependen del ambiente inmediato en el que se ubican: su escuela y sus comunidades profesio-
nales de aprendizaje. Si bien los docentes suelen sentir que tienen un impacto limitado en tales ambientes,
esto no necesariamente debe ser asi. Este capitulo analiza las formas en que los docentes pueden interactuar
con sus colegas y los lideres escolares para garantizar que contardn con el tiempo, los materiales y el acceso
al conocimiento especializado que requieren, a fin de aprender y conservar el esfuerzo para orquestar discu-
siones productivas.

Comenzamos este capitulo final con el caso de Marfa Lara, una docente novata que quiso involucrar a sus
estudiantes en un trabajo matemdtico mds desafiante, en un dmbito escolar donde dicho trabajo no constitufa
la norma ni parecia valorarse. Mediante conversaciones con sus colegas y con su director, encontré el apoyo que
necesitaba para arriesgarse y tratar de cambiar el szatus quo. Concluimos el capitulo con un andlisis de los pasos
que pueden dar los docentes con el objeto de formar comunidades al interior de sus escuelas que les brinden

apoyo en sus esfuerzos por mejorar la ensefanza.

Busqueda de apoyo: el caso de Maria Lara

Marfa Lara tuvo la buena suerte de asistir a un programa de formacién de docentes en donde adqui-
rié conciencia de lo importante que es anclar la educacién en las metas de aprendizaje matemdtico
y en el pensamiento de los estudiantes. Cuando hubo completado su trabajo del curso y culminé su
experiencia de préctica docente con los estudiantes, ella quedd convencida de que éstos aprenden lo
5 que tienen ocasién de aprender. Si a los estudiantes se les brinda la oportunidad de resolver tareas
complejas, de observar modelos adecuados de pensamiento y razonamiento, asi como de justificar
sus soluciones, concebirdn las Matemdticas como significativas y como algo con las que en lo per-
sonal se comprometen y comprenden. Al contrario, si los estudiantes invierten su tiempo “resol-
viendo” problemas usando procedimientos aprendidos de memoria, opinardn que las Matemdticas
10 resultan estériles, aburridas y que sélo tienen sentido para los estudiantes “aplicados”.

89
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El inicio de su primer trabajo fue algo muy distinto. Si bien Marfa Lara estaba emocionada por
haber sido contratada en un distrito escolar prestigioso con reputacién de ofrecer una ensefianza
progresista, pronto se percatd de que el Departamento de Matemdticas de secundaria se centraba
en ensefar procedimientos a los estudiantes, que ponian, si acaso, una atencién limitada a los
conceptos y a la comprension. En raras ocasiones los estudiantes tenfan la oportunidad de apren-
der cémo pensar y razonar su forma de solucionar problemas no rutinarios. En el primer afio, la
profesora se resigné y utilizé los libros de texto indicados por el distrito y los complementaba,
tanto como le era posible, con proyectos y tareas cognitivamente mucho mds significativos.

Cuando al final del primer afio tuvo una pldtica con Marcos, su colega del mismo grado,
respecto de la ensenanza, Marfa se dio cuenta de que las frustraciones que habia experimentado
no eran s6lo de ella. Juntos, Marfa y Marcos decidieron comenzar un grupo de lectura después
del horario de clases, que estaba abierto a cualquier docente interesado, y el cual se centrarfa
en la forma en que se orientarfa la educacién mediante tareas de alto nivel y cognitivamente
desafiantes. Tanto Marfa como Marcos habfan estado enfrentdndose con la cuestién de como
“llegar al meollo” de sus lecciones, cuando sus estudiantes solian tener enfoques de las tareas
sumamente divergentes. Es mds, los comentarios que hizo su director después de haber obser-
vado sus clases, sugerian que estaba preocupado porque los estudiantes, a pesar de que se vefan
comprometidos, no estaban aprendiendo las “tuercas y tornillos” de las Matemdticas. Maria y
Marcos también estaban preocupados por el aprendizaje de sus estudiantes.

En el siguiente mes de septiembre, Marfa y Marcos se reunieron con otra docente, Clara,
y entre los tres seleccionaron su primera lectura: el articulo “Cémo orquestar discusiones”
[Orchesting Discussions (Smith ez al., 2009)]. Eligieron ese articulo porque al parecer abordaba
los problemas que todos ellos estaban afrontando. Lograr que los estudiantes hablasen resulté
sencillo, pero asegurarse de que la pldtica en el aula fuese productiva e incluso respetuosa de
las ideas que los estudiantes trafan a colacién, result6 en extremo dificil. Marcos comenté que
tenfa la impresién de que siempre sentia como si estuviese interrumpiendo y corrigiendo a
los estudiantes. Tanto Marfa como Clara estaban preocupadas por dejar que los estudiantes
se desviaran por direcciones infructuosas durante mucho tiempo. El articulo proporcioné un
conjunto de pricticas (las cinco practicas analizadas en este libro), cuyos autores afirmaban que
les ayudarian a eliminar cierto grado de improvisacién en la ensefianza. Esto es, las pricticas
auxiliarfan a los docentes a anticipar lo que pudiera acontecer y a planificar por adelantado la
manera de afrontar formas especificas con las que los estudiantes pudieran enfocar el problema.

Los tres docentes estaban seguros de que leer materiales concernientes a las cinco précticas
serfa una cosa y llevarlas a cabo serfa otra. En particular, todos estaban atemorizados por la
recomendacién del articulo, el cual se referfa a la planificacion de las lecciones de una forma
muy cabal. Asi que decidieron implementar poco a poco la tarea denominada “La bolsa de
canicas” que se presentaba en dicho articulo (véase la figura 8.1), en el cual se habian iden-
tificado las posibles estrategias de solucién que los estudiantes pudieran emplear, jde modo
que el primer paso (anticipacién) ya se habia llevado a cabo! Después de estudiar las diversas
estrategias de solucién, Marfa comenz6 a sentirse mds a gusto con el material de la leccidn,
por lo que se ofreci6 a impartirla y a tratar de implementar las restantes pricticas: monitoreo,
seleccidn, secuenciacién y conexién. Gracias a la intervencién del director, a Marcos y Clara
se les liberd de otras obligaciones, de manera que pudieran observar cémo impartia Maria la
leccién. El director también decidié participar en la observacién.
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El grupo de Matematicas de la profesora Rios estaba estudiando Estadistica. Trajo consigo tres bolsas que contenian cani-
cas rojas y azules. Las tres estaban etiquetadas como se muestra a continuacion:

Bolsa x Bolsay Bolsaz
Total =100 Total =60 Total=125

La profesora Rios revolvié las canicas en cada bolsa. Planted a la clase lo siguiente: “si cerraran los ojos, metieran la mano a
una bolsa y tomaran una canica, ;de qué bolsa tendrian la mayor probabilidad de sacar una canica azul?”
{Qué bolsa escogerias?

Explica por qué tienes la mayor probabilidad de elegir una canica azul de esa bolsa. Puedes utilizar los diagramas
de arriba para tu explicacion.

Creado por el equipo de evaluacién QUASAR, bajo la direccién de Suzanne Lane, en la Universidad de Pittsburgh; tomado
de Qcar (Quasar Cognitive Assessment Instrument) para los grados 6-7-8.

Figura 8.1. Tarea “La bolsa de canicas” (tomado de Smith, et al. [2009]).

55 Durante la observacién, Marcos y Clara utilizaron la herramienta que estaba en el ar-
ticulo, a fin de monitorear el trabajo de los estudiantes (véase la figura 8.2). Pasaron mucho
tiempo observando de cerca a los estudiantes mientras trabajaban en equipos y algunas veces
les planteaban preguntas. El director, por el contrario, permanecié en la parte posterior del
aula durante toda la leccidn.

Estrategia Quiény qué Orden

Fraccion
Determina la fraccion de cada bolsa que represente las canicas azules (x es 1/4; y es
1/3; zes 1/5). Decide cual de las tres fracciones es la mayor (1/3). Escoge la bolsa con
la mayor fraccion de canicas azules (bolsa y).

Porcentaje
Determina la fraccion de cada bolsa que represente a las canicas azules (x es 25/100;
y es 20/60; z es 25/125). Convierte cada fraccion a porcentaje (x es 25%; y es 33 1/3%;
z es 20%). Selecciona la bolsa con el mayor porcentaje de canicas azules (bolsa y).

Razon (razén unitaria)
Determina la razén que existe entre las canicas azules y las rojas en cada bolsa (en x es
3:1,enyes 2:1; en zes 4:1). Identifica la bolsa que tiene la menor cantidad de canicas
rojas por cada canica azul (bolsa y).

Razon (incremento)
Incrementa la cantidad de canicas en cada bolsa, de modo que el nimero de canicas
azules sea la misma en cada una (por ejemplo, en x son 300 rojas y 100 azules; en y
son 200 rojas y 100 azules; en z son 400 rojas y 100 azules). Escoge la bolsa que tenga
la menor cantidad de canicas rojas por cada 100 canicas azules (bolsa y).

Estrategia aditiva
Determina la diferencia entre el nimero de canicas rojas y azules para cada bolsa
(en x es 50; en y es 20; en z es 75). Selecciona la bolsa que tiene la menor diferencia
(bolsa y).

Otro

Figura 8.2. Herramienta para monitorear el trabajo de los estudiantes para la tarea “La bolsa de canicas”
(tomado de Smith et al. [2009]).
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Después, Maria se sintié muy contenta con la leccién, pero atin seguia preocupada por
lo que pensarfan otras personas, especialmente el director. Empez6 a enfocarse en lo que
necesitaba trabajar: escuchar con mucha atencién lo que los estudiantes comentaban, de
manera que pudiese comprender la forma en que estaban pensando respecto del problema
y luego llevar a cabo la construccién con base en esos pensamientos, al mismo tiempo que
los ayudaba a explorar los aspectos matemdticos que constituian el nicleo de la leccién. Se
percaté de que realizar eso implicaba una enorme concentracién y enfoque.

Al final de la jornada, los cuatro se reunieron brevemente para analizar la leccién. Las
hojas de monitoreo que Marcos, Clara y Marfa utilizaron durante la misma con el objeto de
recopilar datos concernientes a lo que los estudiantes estaban haciendo y pensando, susten-
taron su andlisis. Ellos discutieron acerca de las similitudes y diferencias en sus observaciones,
asf como sobre las interpretaciones de las estrategias que los estudiantes estaban empleando.
Esto result6 sumamente ttil para Marfa, en vista de que tanto Marcos como Clara pudieron
dar sentido a las estrategias de algunos estudiantes, pero a ella se le escaparon. La siguiente
vez que trabaje con esta tarea, pensd, convendria reconocer estas sutiles variantes de las estra-
tegias anticipadas que aparecian en el articulo.

Por ejemplo, Marfa no tenfa la seguridad de que la solucién presentada por Cosme fuese
acertada (véase la figura 8.3). Aunque escogi6 la bolsa correcta, su enfoque no concordaba
exactamente con las estrategias identificadas. Marcos y Clara ayudaron a Marfa a percatarse
de que Cosme habia utilizado una estrategia de fracciones, pero centrdndose en la fraccién
de canicas rojas de una bolsa. La bolsa con la fraccién mds pequefa de este tipo tendria la
fraccién mds grande de canicas azules.

La bolsa x tiene 3 de canicas rojas; la bolsa y tiene 2/3 y la bolsa z 4/s.

Ya que /3 es la fraccién mas pequenia, la bolsa y tiene la fraccion mas pequena de canicas rojas. Asi
que la bolsa y debe tener la fraccion mas grande de canicas azules. De la bolsa y se tiene la mayor
probabilidad para sacar una canica azul.

Figura 8.3. La solucidon de Cosme para la tarea “La bolsa de canicas”.

Marcos y Clara también analizaron las estrategias que compartirfan, el orden que éstas
tendrfan y su justificacién. Aqui, igualmente, sus perspectivas se ensancharon. Si bien Marfa
habia preparado la leccién de una forma extremadamente meticulosa, atin tenfa que pensar
sobre la marcha: jel tiempo no se detiene! Como habia tenido acceso a dos percepciones
adicionales (por parte de sus colegas que se habian liberado de la carga de impartir la clase),
éstas le revelaron toda clase de nuevas posibilidades con respecto a cémo utilizar y apoyar de
un modo mds productivo a sus estudiantes en su forma de pensar.

El director, que no habfa usado esta herramienta, comenzd a darse cuenta de que tenfa
una perspectiva muy diferente de la leccidn, en comparacién con Marcos y Clara, y que
ademds tenfa menos que ofrecer para ayudar a Maria a perfeccionarse. Al no contar con la
herramienta de monitoreo que lo guiase hacia senderos particulares de solucién y que lo
impulsara tanto a examinar el trabajo de los estudiantes, como a escuchar el pensamiento
de ellos, al director le habia parecido un poco incoherente la leccién, en donde cada quien
trabajaba por su cuenta. Cuando escuchd la conversacién de los tres docentes, se percaté de
que se estaba dando otro nivel de ensefianza y aprendizaje, al cual no tenfa acceso.
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Andlisis del caso de Maria Lara

El caso de Maria Lara resulta representativo de muchos docentes que creen que estdn solos en su deseo de
basar su ensefianza en el apoyo a sus estudiantes, conforme éstos se involucran en tareas que los desaffan
a pensar y a razonar. El punto critico para Maria lo constituyé la conversacién que tuvo con Marcos a
finales del afio escolar (lineas 19-29), quien compartié muchas de sus inquietudes y deseos por mejorar
la ensefianza. Mientras Marfa comenzaba su segundo ano de ensefianza, su colaboracién con Marcos y
Clara le brindé la confianza y determinacién que necesitaba para poner en practica en su clase tareas que
exigian mds a los estudiantes.

La observacién conjunta en que tomaron parte Marcos, Clara, Maria y el director, proporciond una
experiencia compartida fundamental para hablar sobre la ensefianza y el aprendizaje. En primer lugar,
gracias al andlisis, Marfa pudo percatarse y comprender las cosas de modo distinto (por ejemplo, el pen-
samiento subyacente en las soluciones, como en el caso de Cosme, que no le resulté inmediatamente
claro (lineas 78-88]); ademds obtuvo un mayor conocimiento respecto de las formas en que necesitaba
apoyar a sus estudiantes. En segundo lugar sus colegas le proporcionaron sugerencias sobre las maneras
alternativas en que podria orquestar la discusidn, al hacer énfasis en el modo en que la seleccién y la
secuenciacion de las distintas soluciones condujeron a muy diferentes resultados. Por tltimo, la obser-
vacién y el subsecuente interrogatorio proporcionaron al director una valiosa oportunidad para que
reconsiderase la naturaleza de las observaciones que él mismo realizd y para evaluar si las caracteristicas
superficiales de lo que ocurre en el aula expresan a cabalidad la historia de lo que los estudiantes estdn
aprendiendo.

Los tres docentes (Marfa, Clara y Marcos) integraron una comunidad pequefia pero cohesionada
que se centrd en el mejoramiento de la calidad de las discusiones dentro del aula. Se comprometieron
a trabajar de manera colaborativa y a dedicar un tiempo después de clases para llevarlo a cabo. Juntos
lograron el apoyo del director, quien otorgé tiempo libre a Marcos y Clara para que pudieran observar
la clase de Marfa. Como resultado, los tres maestros consiguieron avanzar y quizd mds adelante otros
profesores de la escuela se les unan en sus esfuerzos por mejorar la ensenanza.

En lo que resta de este capitulo analizamos el modo en que los docentes superan algunos obstdculos
que al parecer se interponen entre ellos y el tipo de docente que quisieran ser, asi como la manera en que

los maestros pueden comenzar a trabajar colaborativamente con sus colegas y su director.

Superacion de los obstaculos

Quiz4 el obstdculo més desalentador que un docente afronta es el miedo de que su supervisor no entien-
da o no apoye el enfoque de la ensenanza que se postula en este libro. Cuando los directores no tienen
acceso a la estructura de aprendizaje mds profunda que acontece en las aulas, suelen juzgar la “capa su-
perficial” de la actividad como indisciplinada e incluso caética. No todos los directores serdn tan abiertos
como al parecer lo es el de Maria (incluso ¢l quizd necesite estar mds convencido de que este enfoque
de ensefianza provea las calificaciones que su escuela necesita obtener en las pruebas). No obstante, los
docentes como Marifa, Marcos y Clara, quienes permitieron que el director atestiguara el hecho de que
existe una poderosa légica subyacente en el enfoque que utilizaron, estdn dando un importante primer
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paso. Es mds, el hecho de que la légica esté sustentada en la teorfa y la investigacién concernientes a la
manera en que los estudiantes aprenden, puede ayudar a convencer a los directores escépticos de que tal
enfoque de la ensefianza se basa en evidencias.

Por supuesto, el aprovechamiento de los estudiantes constituye la “prueba” final. Los docentes ayudan
a sus estudiantes mediante este enfoque a desarrollar la comprensién que debiera ubicarlos en una buena
posicién para desempenar un destacado papel en las prucbas estandarizadas de su nivel. Las investiga-
ciones del desempeno estudiantil en las aulas que emplean la curricula basada en estdndares y que se
enfocan en los estudiantes, han demostrado que los estudiantes de esas clases se desempefan tan bien en
las pruebas de competencias bésicas, como aquellos a los que se les ensefia con curricula convencional
conducida por el docente; es mds, en las pruebas de comprensién conceptual y razonamiento, los estu-
diantes que llevaban curricula basada en estdndares tuvieron un mejor desempefio que quienes tuvieron
curricula convencional (Chapell, 2003; Putnam, 2003; Swafford, 2003). Y, desde luego, el enfoque de
la ensenanza para la comprensién centrado en los estudiantes se compara favorablemente respecto del
enfoque tipico de prepararlos para los exdmenes, en el cual los docentes proporcionan a los estudiantes
practicas con reactivos “parecidos” a los de las pruebas, haciendo poco o ningtin esfuerzo para desarrollar
la comprensién de los estudiantes.

No obstante, todavia queda mucho trabajo por hacer, incluso después de que se haya apaciguado
el temor que el director siente por las evaluaciones insatisfactorias. Es probable que los docentes que
trabajan para mejorar su ensefianza utilizando las cinco practicas sean mucho mds exigentes con ellos
mismos que otros profesores. Una vez que los profesores comienzan a ver su practica “desde adentro”
—es decir, desde la perspectiva del pensamiento del estudiante— se les abre un panorama mucho més am-
plio de desafios y posibilidades. Ciertamente hay muchos mds errores conceptuales que se deben corregir
de los que un docente pudiera haber imaginado, pero también se presentan indicios estimulantes de lo
que seria posible si se tiene en cuenta la curiosidad, creatividad y flexibilidad de la mente humana. Los
profesores comienzan a vislumbrar que las mentes de sus estudiantes son activas y como ellos mismos
influyen en el modo que aprenderdn los estudiantes y en su forma de pensar.

Por todas estas razones, los docentes que consideran ttiles las cinco pricticas suelen trabajar inin-
terrumpidamente para mejorar. La primera vez que un maestro utiliza una tarea particular para la
ensefanza, tal vez se centre en la anticipacién y el monitoreo a fin de aprender mds sobre la manera en
que sus estudiantes tienden a responder a la tarea y sobre qué ideas matemdticas pueda traer a colacién
a partir de las respuestas de los estudiantes. La segunda ocasidn, el docente puede utilizar la informa-
ci6n obtenida en la primera vez con el objeto de elegir juiciosamente con toda seguridad qué enfoques
seleccionard para la discusién grupal. En las siguientes lecciones, el profesor emplearia la informacién
recopilada en las anteriores para comenzar a desarrollar métodos eficaces de secuenciacién y conexién.
Asi, con el tiempo, el docente puede reforzar su empeno por facilitar una discusién relacionada con una
tarea particular, acelerdndose su progreso siempre y cuando trabaje con otros colegas, haga uso tanto de
los recursos proporcionados por la investigacion, como de los materiales curriculares y se base de manera

consistente en registros de lo que haya observado y aprendido durante cada esfuerzo.
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El trabajo con otros

Una vez que los docentes se hayan percatado de los beneficios de la ensefianza centrada en el estudiante
y hayan descubierto las cinco practicas como una herramienta util para orquestrar discusiones, inexora-
blemente querrdn compartir su descubrimiento con otros. ;De qué manera un profesor puede transitar
desde un pequeno grupo de colegas que piensan de manera similar (en el caso de Maria, fueron sdlo tres
maestros) hacia una comunidad de docentes mas numerosa que ayude a los estudiantes a aprender de esa
forma? En los siguientes pdrrafos exploramos distintos enfoques que los maestros pueden tener en cuenta
al erigir una comunidad de profesores que tengan una visién compartida de la ensefianza y el aprendizaje.

En primer lugar, los docentes pueden invitar a sus colegas a que observen una leccién en la cual em-
plean las cinco précticas. Mds que ofrecerles de buenas a primeras a los observadores un “mapa de las cin-
co précticas’, el profesor que hace la demostracién puede incluirlos en una lista para que en su momento
ayuden poniendo atencién a lo que los estudiantes “estdn comprendiendo” y a lo que no entienden. De
este modo, la atencién de los observadores se centrard en los estudiantes; una vez comenzada la discusién
en donde se comparta y se resuma, los observadores deberdn tener ciertas nociones de la variedad de
respuestas de los estudiantes. Siendo esto asi, es muy probable que se ubiquen de manera que observen
lo que el docente que hace la demostracidn es capaz “de realizar” con las distintas comprensiones. Si los
profesores en verdad se han percatado de las acciones de dicho docente, entonces se les puede conectar
con el lenguaje de las cinco practicas.

Un segundo enfoque puede consistir en que los profesores convencieran al director de reservar el
tiempo usual asignado a los grupos de maestros para planificar y de contratar a un consultor externo
que auxilie al grupo a planificar conjuntamente la leccidn, que posteriormente uno de ellos impartiria
mientras los otros observarfan. El tiempo para la planificacién conjunta resulta mis productivo cuando
los docentes tienen que desempefiar una tarea especifica y luego se les hace responsables de la misma. Al
final del semestre, a cada grupo de planificacién conjunta se le pediria una leccién de muestra para su
grado o para toda la escuela. Esto es parecido a un modelo de estudio de leccién, que ha tenido como
resultado propiciar un mayor enfoque en el aprendizaje del estudiante (Perry y Lewis, 2010).

Un tercer enfoque para una comunidad de docentes mds amplia que trabajan de manera conjunta
en una meta comun, radicarfa en hacer participar al director con el objeto de disefar un proceso de
seleccién de curriculo que se enfoque en los niveles de exigencia cognitiva de la mayoria de las tareas.
Como se comentd antes, la orquestacién de discusiones productivas en el aula resulta casi imposible
con tareas que se basen en procedimientos de bajo nivel. Si los profesores inician con una dotacién de
buenas tareas, estardn en una posicién mucho mejor para comenzar a trabajar con las cinco pricticas.
De hecho, si se apegan fielmente a un curriculo de gran exigencia, pronto experimentardn la necesidad
de aplicar las cinco prdcticas. Hemos descubierto que es ttil emplear la Guia para el andlisis de tareas
(analizada en el capitulo 2 y que se muestra en la figura 2.3) en el estudio de un tema comun que esté
en todos los libros de texto.

Un cuarto enfoque serfa formar un grupo e instaurar el requerimiento de una prictica centrada en
el estudiante, mediante el inicio de un didlogo con los responsables educativos de la comunidad. Por
ejemplo, un docente pudiera solicitar la palabra en una reunién del comité educativo de la direccién
de la escuela, para hablar de las estimulantes tendencias de la ensefianza y el aprendizaje matemadticos.
Hemos colocado una presentacién hecha en PowerPoint que pudiese servir como punto de arranque

para dicha sesién. (Para consultar la presentacién y otros materiales que apoyen una discusién sobre
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tareas cognitivamente desafiantes, visite el sitio www.teacherscollegepress.com, seleccione la opcién Free
Downloads (Descargas gratuitas) del ment que estd a la derecha y recorra la pantalla hasta la opcion
Implementing Standars-Based Mathematics Instruction (Implantacion de la Ensefianza Matemdtica basada
en Estdndares) (Stein ez a/., 2009). Se tendria un efecto atin mds contundente si se agregasen videogra-
baciones que muestren ejemplos locales de la practica centrada en el estudiante. La misma presentacién
en PowerPoint pudiera utilizarse con los padres de familia en reuniones abiertas al ptblico o con la junta
directiva escolar. Asimismo, serfa de utilidad el seminario en linea Effective Mathematics Instruction:
The Role of Mathematical Tasks (K-12) [Ensefianza matemdtica eficaz: el papel de las tareas matemdticas
(K-12)], que estd disponible en el sitio del NCTM [vaya a http://www.nctm.org/profdev y seleccione
la opcién E-Seminars (Seminarios electrénicos)], para divulgar las ideas relacionadas con el beneficio de
utilizar en el aula tareas cognitivamente desafiantes.

Un dltimo enfoque serfa que los docentes convencieran a sus directores para que asistieran a un
seminario Lenses on Learning (Miradas al aprendizaje), seguido de un desarrollo profesional de las cin-
co pricticas, con el propdsito de alentarlos a que utilicen una herramienta basada en las mencionadas
practicas cuando observen las clases. (Para mayor informacién sobre los seminarios Lenses on Learning,
visite www.mathleadership.org y seleccione la opcidn Lenses on Learning (LOL) del ment que estd al
lado izquierdo de la pdgina de inicio.)

Conclusion

Marfa Lara y los maestros como ella necesitan no sentirse incapaces de propiciar el cambio en sus am-
bientes escolares. Un docente quizd se tope al principio con uno o dos compafieros que piensen como
él, gracias a las conversaciones sostenidas con sus colegas, quienes juntos puedan comenzar a realizar
cambios en la forma en que las Matemadticas se ensefian y aprenden; tales cambios pueden servir como
un catalizador para reformas mds ambiciosas centradas en la escuela.

El trabajo que pone a la consideracién este libro no resulta sencillo: una ensefianza planificada de
manera cabal y razonada que gira alrededor de tareas cognitivamente desafiantes, mismas que culminan
con la discusién grupal, lo cual convierte en algo conspicuo a las Matemdticas que habrdn de aprender los
estudiantes. Aunque algunos profesores han afrontado solos este reto, el trabajo con otros colegas puede
mejorar de manera significativa sus esfuerzos. Maestros como Marfa, Marcos y Clara estdn comprometidos
a petfeccionar las oportunidades de aprendizaje que ofrecen a sus estudiantes, estdn dispuestos a examinar
criticamente las practicas actuales y estdn decididos a llevar a cabo mejoramientos graduales en la prictica.
Por consiguiente, se ubican en una categoria que los convierte en lo que Stigler y Hiebert (1999, p. 179)
designan como “profesores protagénicos del siglo xx1”. Es decir, serdn los docentes “que trabajan de manera
conjunta para infundir mejores ideas a la practica estdndar. Serdn los maestros que colaboran en la cons-
truccién de un sistema que tiene la meta de mejorar el aprendizaje de los estudiantes en el aula ‘promedio’,
quienes trabajan de modo gradual en la mejora de las practicas estdndares en el aula”.

Todos los profesores tienen la capacidad para convertirse en docentes estrellas; sélo requieren te-
ner acceso a oportunidades para aprender, reflexionar y crecer. Este libro ofrece dichas oportunidades.
Trabajando concienzudamente en el libro —solos o con sus colegas— los profesores pueden comenzar a
hacer cambios en sus practicas pedagdgicas, las cuales mejorardn la eficacia de su ensefanza y el apren-

dizaje de los estudiantes a su cargo.
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Guia de desarrollo profesional

La guia tiene el propésito de fomentar conversaciones sobre las ideas clave de este libro. Los docentes que lo
lean quizd encuentren preguntas y sugerencias adicionales que estimulen el pensamiento, pero su beneficio real
es servir como apoyo para que se puedan dar las discusiones en los grupos de los maestros practicantes o que

estdn en la etapa de preservicio.

Sugerencias para utilizar las actividades de este libro

n los capitulos de esta obra se insertan dos tipos de actividades con el fin de interesar a los maestros: “Actividad

En los capitulos de esta ob tan dos tipos de actividad 1 fin de int 1 t

de involucramiento” e “{Intente esto!” Aunque ambas pueden resultar benéficas para un docente que trabaje
e manera individual, también pueden alentar discusiones interesantes dentro de un grupo de maestros que se

d dividual, tamb den alentar d t tes dentrodeun g d tros q

reinan para un propésito comun.

ACTIVIDAD DE INVOLUCRAMIENTO

A lo largo del libro, estas actividades ofrecen al lector sugerencias respecto de cémo aprovechar un artefacto
especifico propio de la prictica en el aula, que un capitulo presenta (casos narrativos de ensefianza en el aula,
transcripciones de interacciones en el aula, tareas educativas, ejemplos de trabajos de estudiantes). Un grupo
de docentes podrian explorar tales sugerencias y analizarlas mediante la conformacién de equipos pequefos o
grandes, con el objeto de identificar diversas perspectivas o soluciones antes de leer el andlisis del autor.

Por ejemplo, en el capitulo 2 se invita a los lectores a que resuelvan la tarea de “Embaldosar un patio” (véase
la actividad de involucramiento). Quizd un facilitador exhorte a los docentes para que trabajen en esta tarea
en equipos pequefos, compartir distintas soluciones y luego orquestar una discusion de la tarea empleando las
cinco précticas. Esto daria acceso a los maestros tanto a diversos métodos de solucién (algunos de los cuales se
encontrardn mds adelante en el caso de Dulce Dominguez) como a una oportunidad de participar en un tipo
de discusién cuidadosamente orquestada, la cual estamos sugiriendo que impulsen en sus propias aulas.

En el capitulo 3 se les pide a los lectores que analicen el caso de Dulce Dominguez y que identifiquen
instancias en donde al parecer utiliza las cinco précticas (véase la actividad de involucramiento 3.1). Un fa-

cilitador podria pedir a los docentes que lean este caso con miras a prepararse para una discusion grupal en
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torno a las formas en que las cinco précticas fueron o no evidentes en el ejercicio de ensefianza de Dulce
Dominguez. La discusién proporcionarfa una oportunidad para plantear diversas ideas y para que los
docentes justifiquen la seleccién de situaciones especificas como instancias de las cinco practicas. Al dar
seguimiento a una discusién grupal, los profesores pueden continuar con la lectura del andlisis ofrecido
por los autores y considerar en qué medida concuerdan o disienten de la perspectiva de los autores. Lo
anterior también podria proporcionar materia para una discusién grupal adicional. Al concluir esta
actividad, los docentes tendrian una perspectiva mds nitida de cémo son las cinco précticas cuando se

implementan y estarfan en una mejor posicion para trabajar con los capitulos siguientes.

JINTENTE ESTO!

Al final de los capitulos 4, 5, 6 y 7 se invita a los lectores a que sometan a prueba, en sus propias aulas, las
ideas clave analizadas en los capitulos. En la tltima parte de estos capitulos, el facilitador debiera sugerir
que los docentes se involucren en la tarea, ya sea de forma individual o colectiva, y que programen una
sesion para hablar sobre sus experiencias.

Por ejemplo, en la seccién “{Intenta esto!” de la parte final del capitulo 4 se les pide a los docentes se-
leccionar una tarea de alto nivel e involucrarse en la primera practica: anticipacién. Un facilitador podria
formar parejas de docentes que impartan el mismo contenido y solicitarles que comiencen planificando
una clase de manera colaborativa, anticipando lo que hardn los estudiantes cuando afronten la tarea y la
forma en que responderdn cuando la realicen. Mds adelante podria reunirse a los docentes en equipos de
cuatro, ddndole la oportunidad a cada par de compartir la tarea que seleccionaron y las soluciones que
hayan anticipado. Después podrian recibir retroalimentacién de sus colegas a fin de revisar la tarea o sus
expectativas respecto de lo que hardn los estudiantes. Se puede emplear el Protocolo para la Narracién
de Casos (Case Story Prorocol, Hughes, Smith, Hogel y Boston, 2009) o el Protocolo para Observar y
Preguntar (Noticing and Wondering Protocol ,Smith, 2009) con el propésito de compartir ideas de ma-

nera respetuosa y producir una retroalimentacién uil.

Hughes, E. K., M. S. Smith, M. Hogel, and M. D. Boston. “Case Stories: Supporting Teacher Reflection and
Collaboration on the Implementation of Cognitively Challenging Mathematical Tasks.” In Jnquiry
into Mathematics Teacher Education, edited by E Arbaugh and P. M. Taylor, pp. 71-84, Monograph
Series, vol. 5. San Diego, Calif.: Association of Mathematics Teacher Educators, 2009.

Smith, M. S. “Talking about Teaching: A Strategy for Engaging Teachers in Conversations about Their
Practice.” In Empowering the Mentor of the Preservice Mathematics Teacher, edited by G.
Zimmermann, pp. 39-40; Empowering the Mentor of the Beginning Mathematics Teacher, edited
by G. Zimmermann, pp. 33-34; and Empowering the Mentor of the Experienced Mathematics
Teacher, edited by G. Zimmermann, pp. 35-36. Reston, Va.: National Council of Teachers of
Mathematics, 2009.

Sugerencias para profundizar mas

Aunque muchas de las ideas presentadas en el libro podrian explorarse con mayor profundidad (por
ejemplo, el planteamiento de preguntas, la conversacién responsable, el estudio de clase japonés), una
idea que tal vez requiera mds atencién sea la exigencia cognitiva de una tarea matemdtica. Esta idea se

analiza en el capitulo 2, pero en funcién de los antecedentes y las experiencias de los docentes, quizd se
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necesite un esfuerzo adicional a fin de preparar los capitulos posteriores, en vista de que este concepto
resulta fundamental para trabajar con las cinco précticas.
Por ejemplo, un facilitador quizd haga que se interesen los docentes en analizar uno de los siguientes

articulos en los que se presentan ideas afines:

Smith, M. S., and M. K. Stein. “Selecting and Creating Mathematical Tasks: From Research to Practice.”
Mathematics Teaching in the Middle School 3 (February 1998): 344-50.

Stein, M. K., and M. S. Smith. “Mathematical Tasks as a Framework for Reflection: From Research to
Practice.” Mathematics Teaching in the Middle School 3 (January 1998): 268-75.

O tal vez el facilitador involucre a los docentes en la clasificacién de una serie de tareas con distintos
niveles de exigencia que les ayude a desarrollar conjuntos de caracteristicas de las tareas para cada nivel.

Se puede encontrar una recopilacién de tareas que se utilicen para este propésito en:

Smith, M. S., M. K. Stein, E Arbaugh, C. A. Brown, and J. Mossgrove. “Characterizing the Cognitive
Demands of Mathematical Tasks: A Sorting Activity.” In Professional Development Guidebook
Jor Perspectives on the Teaching of Mathematics: Companion to the Sixty-sixth Yearbook, pp. 45-72.
Reston, Va.: National Council of Teachers of Mathematics, 2004.

Sugerencias de preguntas para los docentes

Las siguientes preguntas pretenden interesar a los docentes en consideraciones adicionales sobre las ideas
presentadas en el libro y propiciar que planteen sus creencias y pricticas relacionadas con la ensenanza y
el aprendizaje. El facilitador de desarrollo profesional puede seleccionar algunas preguntas para que los
participantes las consideren antes de leer los capitulos o para que las utilicen en una reflexién o andlisis

que se lleve a cabo después de la lectura.

Introduccion

1. ;Considera que las discusiones son una caracteristica importante de las clases de Matemadticas?
¢Por qué sf o por qué no?

2. ;Qué experiencias ha tenido en la orquestacién de discusiones? ;Qué desafios ha afrontado
cuando se esfuerza para que sus estudiantes se involucren en una plética sobre Matemdticas?

3. ;Estd de acuerdo en que los estudiantes aprenden cuando se les alienta a ser autores de sus
propias ideas y cuando se responsabilizan de las ideas clave de la disciplina? ;Por qué si o por
qué no? ;Qué implicaciones para la ensefianza tiene este punto de vista?

4. En la tarea de las hojas y las orugas, David Canales permitié a los estudiantes “ser autores de
sus propias ideas”, pero al parecer no los hizo responsables de su aprendizaje de ideas mate-
miticas especificas. Los autores sugieren que para lograrlo, el docente primero requeria tener
claridad respecto de lo que necesitaba que sus estudiantes aprendieran.

a. ;Cudl serfa una meta de aprendizaje apropiada para una leccién que propone como tarea
la de las hojas y las orugas?

b. ;Qué tan diferente hubiera sido el desarrollo de la discusién en el aula del maestro Canales
si se considera esa meta?
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Capitulo 1. Introduccidn a las cinco practicas
1. ;Piensa que las discusiones son una caracteristica importante para las clases de Matemdticas?
sPor qué si o por qué nos
iPorq qué no?
. ¢Qué experiencias ha tenido en orquestar discusiones? ;Qué obstaculos ha afrontado en sus
2. ha tenid questar d 2 bstdculos ha afrontad
esfuerzos para involucrar a los estudiantes en conversaciones sobre Matemadticas?

3. La anticipacién es una actividad que al parecer incrementa el tiempo invertido en la plani-
ficacién de una clase. ;Cudl serfa la recompensa que esperaria obtener de esta inversion de
tiempo?

4. ;En qué forma seria ttil una tabla de monitoreo como la de la figura 1.1 en su trabajo?

5. Muchos docentes creen que las preguntas surgen “en el momento”, como resultado de inte-
racciones en el aula. ;En qué medida los docentes pueden planificar preguntas previas a la
leccién? ;Qué beneficios genera preparar preguntas antes de la clase?

6. ;Cémo afectaria a la calidad de la discusién una cuidadosa seleccién y secuenciacién? ;En qué
manera le darfan estas précticas mayor control sobre la discusién?

7. ¢Por qué es tan importante la prictica de la conexién? ;Cudl es el papel del docente cuando
ayuda a los estudiantes a realizar conexiones?

Capitulo 2. Preparacion para las cinco practicas: establecimiento
de las metas y seleccion de las tareas
1. ;Cémo describiria la relacidn entre la meta de la leccidn y las actividades educativas con las
que los estudiantes se involucran durante la clase?
;Considera que la especificidad de una meta le pueda ayudar durante la leccién? ;Cémo?

Los autores afirman que lo que los estudiantes aprenden estd en funcién de la naturaleza de la
tarea en la que se involucran. ;Estd de acuerdo con este punto de vista? ;Por qué si o por qué
no?

4. ;Cudles considera que sean las ventajas y desventajas de utilizar tareas de alto nivel (es decir,
¢ q y
tareas cognitivamente desafiantes) como base de la educacién?

Capitulo 3. Investigacion de las cinco practicas en accion

1. ;Considera que la clase de Dulce Dominguez fue eficaz? ;Qué elementos lo llevan a esa con-
clusién? ;Qué llevd a cabo ella, mis alld de las cinco précticas, que hubiese contribuido (u
obstaculizado) a la calidad de la leccién?

2. ;Quéle hubiera gustado que Dulce Dominguez hiciera distinto, si acaso hubiese algo? ;En qué
forma cree que afectarfan al aprendizaje de los estudiantes los cambios que usted propone?

. Compare la experiencia educativa de la clase de Dulce Dominguez con la de David Canales.

3. Compare la exp ducativa de la clase de Dulce Doming la de David Canal
sEn qué fueron semejantes y en qué se diferenciaron? ;Qué impacto cree usted que hayan
tenido las diferencias sobre las oportunidades de aprendizaje de los estudiantes?

Capitulo 4. Comienzo: anticipacion de las respuestas
de los estudiantes y monitoreo de su trabajo

1. ;Cudles considera que sean las ventajas de resolver la tarea en la que se involucran los estu-
diantes?
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2. sCudl es la razén por la que quisiera anticipar los enfoques correctos e incorrectos para resol-
ver una tarea?

3. ;De qué forma serfa ttil para su trabajo una tabla de monitoreo como la de la figura 4.4? (La
misma pregunta se planteé en relacién con el capitulo 1. ;Ha cambiado su percepcién sobre
la utilidad de esta herramienta desde que en un inicio pensé en el valor de la tabla de moni-
toreo?)

4. Nicolds Barrios debe de haber invertido mucho tiempo en planificar y en reflexionar sobre la
leccién. sEn qué circunstancias tal inversién de tiempo serfa redituable?

5. ;Qué cree que Nicolds Barrios podria o deberia haber hecho de diferente forma, si acaso debié
hacer algo, en la planificacién (parte 1) y en el apoyo al trabajo de los estudiantes concernien-
te a la tarea (parte 2)? ;Por qué harfa usted esos cambios?

Capitulo 5. Establecimiento del rumbo de la discusion: seleccion,
secuenciacion y conexion de las respuestas de los estudiantes

1. ;Algunavez le ha pedido a sus estudiantes que compartan de manera voluntaria las soluciones
a la tarea que se les asigné? ;Cudles son las mejores y las peores experiencias que ha tenido
al utilizar esta estrategia para compartir soluciones? ;Considera que la prictica de seleccién
propicia un resultado mds consistente?

2. sEn qué circunstancias o condiciones piensa que compartir piblicamente enfoques incorrec-
tos con los estudiantes tenga sentido? ;Cémo haria lo anterior, de tal manera que los estudian-
tes no se quedaran con la creencia de que el enfoque incorrecto era valido?

3. Cuando las soluciones deseadas se hacen publicas, ses realmente importante quién presente
una solucién de la tarea? ;Por qué si o por qué no?

4. ;Qué cree que Nicolds Barrios podria o deberfa haber hecho de manera distinta, si acaso debié
hacer algo, en la seleccién y en la secuenciacidn de las respuestas de los estudiantes (parte 3) y
al realizar conexiones entre las respuestas y las ideas matemadticas que resultaron cruciales para

5. , , Vel , .
la clase (parte 4)? ;Por qué haria usted esos cambios? ;Qué impacto esperaria que tuvieran
dichos cambios en las oportunidades de aprendizaje de los estudiantes?

Capitulo 6. Como asegurar el pensamiento y la participacion activos:
plantear preguntas adecuadas y hacer responsables a los estudiantes

1. ;En qué medida utiliza el modelo IRE de cuestionamiento en su propia aula? ;Cudles conside-
ra que sean las ventajas y las desventajas de este modelo de interaccién?

2. ;En qué forma podrian serle utiles las categorias de los tipos de preguntas identificados por
Boaler y Brodie para ampliar su repertorio de tipos de preguntas? ;Qué valor potencial consi-
dera que tiene este tipo de iniciativa?

3. Veamos la parte 4 del caso de Nicolds Barrios que se presenta en el capitulo 5. ;Puede localizar
ejemplos de distintos tipos de preguntas en ese segmento de la clase? ;Qué papel desempe-
faron los diferentes tipos de preguntas para apoyar el aprendizaje de los estudiantes y para
involucrarse en la leccién?

4. ;Hasta qué grado utiliza en la actualidad las cinco acciones de didlogo en su ensenanza? ;Qué
beneficios percibe al incorporar alguna o todas estas acciones en su practica?
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5. ;Qué cree que Regina Quifiones podria o deberia haber hecho para brindar un mejor apoyo a
sus estudiantes en su aprendizaje y para involucrarlos en la leccidn? ;Por qué harfa usted esos
cambios? ;Qué impacto esperaria que tuvieran éstos en las oportunidades de aprendizaje de
los estudiantes?

Capitulo 7. Ubicacion de las cinco practicas en un contexto
mas amplio de la planificacion de la leccion

1. Las preguntas de discusién del capitulo 1 le solicitaron que describiera en qué forma plani-
ficé una leccién. ;Cémo se compara el proceso que describié en relacién con el que sugiere
el prer? ;Qué considera valioso, si acaso lo considera, en la amplitud de las preguntas que el
PRCL le pide que tome en cuenta?

sEn qué forma “se puede echar a los hombros la carga de la ensefianza” un plan de clase?
;Bajo qué circunstancias se imagina que usted se involucraria en el nivel de planificacién su-
¢

erido? ;Qué ventajas considera que tendria hacer lo anterior para un subconjunto de clases
8 4 ) q
que pudieran impulsar particularmente el aprendizaje de conceptos especificos?

4. ;En qué forma animarfa a sus colegas o a su departamento para que se involucraran en el
isefio colaborativo de una clase? ;Cudles serian los beneficios de un trabajo de esa naturaleza?
d laborativo d lase? ;Cudl los benefi d trabajo d turaleza?

Capitulo 8. Trabajo en el ambiente escolar para mejorar las
discusiones en el aula

1. En su dmbito escolar, ;Estd enfrentando en la actualidad desafios en su clase que tienen un
impacto en la ensefanza y el aprendizaje de las Matemdticas? Si asi fuera, ;cudles son esos
desafios? ;Cémo comenzaria a afrontarlos?

2. En su escuela, ;las tareas cognitivamente desafiantes son una caracteristica usual en la ense-
fianza matemdtica? Si no es el caso, ;de qué manera desempefarfa usted un papel activo para
cambiar el status quo?

3. :En qué medida su director busca practicas compatibles con las cinco practicas cuando ob-
serva la clase que usted imparte? Si su director se centra en un conjunto distinto de précticas,
scudles son sus opciones?

4. De la experiencia de Marfa Lara, ;qué leccién aprovecharia para aplicarla en su propia situacién?

Libro Ginco practicas-capitulos-curv.indd 104 @ 7/27/16 6:30 AM



Notas

Libro Cinco practicas-capitulos-curv.indd 105 @ 7/27116 6:30 AM



Libro Cinco practicas-capitulos-curv.indd 106 @ 7/27116 6:30 AM



o Practicas
para orquestar discusiones productivas en Matematicas

Anticipar I3z prosibles soluciones de loe estudiantas a tasas Matematicas.
Monitorear & trabajo de los estudiantes en la clazs, en “tiempo real”.

Seleccionar  loe enfoques y a loe estudiantes para compartir resultadies.

Secwenciar  las respuestas de loe estudiantes an un orden especifico.

Conectar Icez distintos enfoques de e estudiantes con laz Matematicas subyacentes,

Estas 5 practicas administradas permiten a lee docentes tener el control de organizar discu-
gionas productivas en & aua.

‘ Oifrece a los docenies una puia concreta para ineprar ssiudianmes en las discusiones que hac=n qus

las maremiticas conenidas =n las lecdones de clase s=an wareparences para todos. Escas pricricas

instruccionalss son muy oporiinas @ la ho d= Jo que s=buosca en Jos Estéindares para la Prictica

Maremitica en o Manoo Comin Esaral d= los Estindarss para Maremicicas, ¥ apoyarina los do-

cenres ¥ esmudiantes a llevar a cabo dichas normas. Este libro serd una valiosa fuente d= apoyo para
funuras capacitadonss profesiona les.

Catherine Martin
Directora de Matematicss y Cenciss, Escuakes Piblicas da Denver
Ex-prodeaom de Matemsticas de secundana indecion y supscion

‘ Azszurar que los ssmdizntes cisnen la oporrunidad de razonar macemdtcamenees & uno de Jos r=oos

mis dificiles queenfrenran bos docences. Un componencs clave e la creacidn d= un aula 2n la que o

dircurso g2 anima ¥ conduce @ una mejor comprersitn. La discusién producriva no = un accidercs

ni puede realirarse por un docente que trabaja sobree la marcha, con la esperanza de wn incsrcambio

fornuio de jd=as macematicas siznificacivas sncre los sstudianeess. 5i bien reconocemios que este cipo

de ersefiana s sxig=nte, Smith ¥ Stein presentan dnco pricticas que cualquisr docente pusds urilizr para

propiciar corvesacionss maremdricas coherencss, Medianee d uso de ssfs cinoo pricricas, los docenres
aprendsrin a snsefiar eficarmente a rawds de ssie enfoque.

Fredrick Dillon

Profasor de Mateméticas, Strongsvills High School, Strongsele, Ohio

Cartificado por b Mesa Direciva Nacioral

Premio del Prasidemts por Escelancia en la Eresiianza de Mateméticss y Ciencia, 1995
Comité Epcutive, Conssjo Nacional de Profesonses de Matamdéticss

5 Prachices for
Cri:heertraiting
Productive
Task-Baaad
Dizcassions

N Scanca

. N, ong catak




	Libro Cinco practicas-preliminares
	Libro Cinco practicas-13julio



